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ВВЕДЕНИЕ 

 

Проблема взаимодействия быстрых заряженных частиц с кристаллами 

представляет значительный интерес с различных точек зрения. Прежде всего 

при прохождении частиц высоких энергий через кристалл проявляются коге-

рентные и интерференционные эффекты, обусловленные взаимодействием час-

тицы с различными атомами решетки. Благодаря таким явлениям вероятности 

процессов взаимодействия частицы с атомами решетки могут сильно возрас-

тать по отношению к вероятностям аналогичных процессов, связанных с от-

дельными атомами. Кристалл представляет собой уникальную систему с боль-

шими внутренними электрическими полями. Средние значения внутрикристал-

лических полей могут на несколько порядков быть выше существующих мак-

роскопических внешних полей, создаваемых внешними источниками. При 

движении частиц в таких полях может возникнуть явление – каналирование, 

при котором частица движется в каналах образованных атомами кристалла, ес-

ли траектория частицы заключена между двумя атомными плоскостями, то го-

ворят о плоскостном каналировании (рис. 1), в отличие от осевого каналирова-

ния (рис. 2), при котором частица движется между соседними рядами атомов. 

При осевом каналировании поперечное движение происходит в двух направле-

ниях, перпендикулярных оси [2]. 

Интерес к прохождению заряженных частиц через кристаллы впервые 

возник еще в начале XX века, вслед за экспериментами по дифракции рентге-

новских лучей на кристаллической решетке, доказавшими упорядоченное рас-

положение атомов в кристалле. Штарком в 1912 г. было высказано предполо-

жение, что кристалл в определенных направлениях должен быть относительно 

прозрачен для заряженных частиц. Проверить свое предположение он предла-
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гал в экспериментах с протонными пучками. Эти первые идеи о каналировании 

заряженных частиц в кристаллах были забыты и вновь возродились лишь в на-

чале 60-х годов, когда эффект каналирования был заново открыт американски-

ми физиками М. Т. Робинсоном и О. С. Оуэном и, независимо, Билером и Веско 

путем численного моделирования движения заряженной частицы на ЭВМ, об-

наруживших аномально большие пробеги ионов, влетающих в монокристалл 

вдоль его главных кристаллографических направлений [4]. 

 

 

Рис. 1. Плоскостное каналирование [1] 

 

Рис. 2. Осевое каналирования [3] 
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Основы теории каналирования были развиты в фундаментальной работе 

Линдхарда [6], в которой были разработаны основы теории каналирования. 

Особое значение этой работы в том, что в ней определены критерии выхода 

частиц из режима каналирования, являющиеся и по сегодняшний день констан-

тами, на которых проверяются те или иные теоретические модели и экспери-

ментальные результаты. Эти критерии широко применяются при интерпрета-

ции результатов, полученных с использованием эффекта каналирования при 

решении прикладных задач. Для описания процесса рассеяния заряженных час-

тиц в упорядоченных структурах Линдхард использовал представления класси-

ческой механики, а для расчета конкретных параметров применил статистиче-

ское описание. При построении теории каналирования им было сделано сле-

дующее основное предположение: процесс рассеяния заряженных частиц пред-

ставляет собой совокупность коррелированных скользящих столкновений с от-

дельными атомами цепочек или плоскостей, потенциал которых непрерывен и 

равномерно распределен [7]. 

Для плоскостного и осевого каналирования Линдхардом были введены 

предельные углы захвата. Так для плоскости (110) кремния в случае протонов с 

энергией 70 ГэВ могут захватываться в режим каналирования те частицы, для 

которых угол с плоскостью не превышает 0,0014о [12]. На рис. 3 схематично 

изображена траектория частицы, падающей под углом к атомной плоскости 

(или атомной цепочки). Для углов меньше критического угла Линдхарда LΨ  

наблюдается каналирование, частицы же, которые падают под большими угла-

ми, рассеиваются. 

Траектория каналированных частиц проходит дальше от ядер атомов 

кристаллической решётки, чем траектория не каналированных частиц, т.к. рас-

сеяние на ядрах быстро выводит частицу из режима каналирования. Это приво-
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дит к важным следствиям: 1) длина пробега частиц в канале значительно уве-

личивается, так как электронная плотность в каналах меньше, чем в среднем в 

кристалле, что уменьшает энергетические потери каналированных частиц на 

электронное торможение. В состоянии каналирования частица может пройти в 

кристалле сантиметры (в ГэВ – ной области энергий). Увеличение длины про-

бега ионов при каналировании используется при ионном легировании полупро-

водников. 2) Поскольку каналированные частицы движутся сравнительно дале-

ко от ядер и близких к нему электронных оболочек, вероятность ядерных реак-

ций и возбуждения рентгеновского излучения под действием каналированных 

частиц намного меньше [2]. 

 

 

Рис. 3. Траектория частицы [1] 

 

Эффект каналирования обеспечивает способ исследования структуры 

кристаллов и явлений, связанных с взаимодействием излучения с веществом. 

Частицы, движущиеся в каналах, могут выходить из канала в результате рас-

сеяния на дефектах в кристалле, что используется для изучения дефектов. На 

основе принципов каналирования могут быть созданы новые источники рент-

геновского и гамма-излучения, состоящие из ускорителей электронов или пози-

тронов и точно ориентированных кристаллов германия, кремния или других 

элементов. Подобные кристаллы, поглощающие высокоэнергетическое излуче-
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ние, могут служить детекторами гамма-излучения, угловое разрешение которых 

намного лучше, чем у устройств, применяемых в настоящее время [2]. 

Интересными представляются обнаруженные эффекты нагрева и охлаж-

дения [8,9], а также когерентного возбуждения каналированных ионов [10,11]. 

Тот факт, что сам эффект каналирования был обнаружен в результате 

компьютерного моделирования, обуславливает важность и эффективность при-

менения методов компьютерного моделирования для расчета параметров, дви-

жущихся в кристалле частиц. 

В настоящее время в мире разработаны различные модели, позволяющие 

описывать движение каналированной частицы. Остановимся более подробно на 

некоторых из них. Описание процесса каналирования в них производится в фа-

зовом пространстве поперечных координат и скоростей. 

BINCOL [13] – программа расчета траекторий частиц по модели парных 

столкновений частиц и атомов, то есть учитывается взаимодействие частицы с 

каждым атомом кристалла. Не учитывается взаимодействие с электронами. 

CATCH (Capture And Transport of Charged particles in a crystal, В.М. Би-

рюков, 1993 г.) [14] – программа моделирования каналирования в изогнутых 

кристаллах с учетом процессов рассеяния на электронах и ядрах, а также с уче-

том потерь энергии. Используется приближение Мольер для потенциала взаи-

модействия заряженной частица и атомов кристалла. Для численного решения 

уравнения движения используется алгоритм Верле. 

Программа K. Saitoh [16] – здесь предлагается теоретическая модель опи-

сания плоскостных колебаний, основанная на методе Монте-Карло, с переопре-

делением поперечной скорости частиц. 

Программа А.М. Таратина [17] – в модели для группировки столкновений 

используется модель отрезков. Путь частицы разбивается на отрезки опреде-
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ленной длины, изменение состояния частицы в конце отрезка определяется 

многократным рассеянием. 

В настоящее время теоретические и экспериментальные исследования 

процесса отклонения пучков релятивистских частиц изогнутыми кристаллами 

продолжают оставаться одним из актуальных научных направлений. В цикле 

работ [18,19,20], выполненных в ПИЯФ, ИФВЭ и ЦЕРН был обнаружен эффект 

объемного отражения релятивистских протонов изогнутым кристаллом крем-

ния, предсказанный в работе [21]. В начале 90х годов в ЦЕРН была достигнута 

высокая эффективность отклонения протонов с энергиями 200 и 450 ГэВ кри-

сталлом германия, изогнутого устройством с тремя точками опоры. Компью-

терное моделирование результатов этого эксперимента так и не было выполне-

но. Одна из причин такого положения дел состояла в том, что применение ме-

тода компьютерного моделирования в фазовом пространстве поперечных коор-

динат и скоростей требует больших затрат компьютерного времени. Кроме то-

го, перспективным является использование кристаллов с большим атомным 

номером Z, но расчет в таких кристаллах приведет к еще большим затратам на 

компьютерный расчет. Известно, что для сокращения машинного времени сче-

та описание процесса каналирования производят не в фазовом пространстве 

поперечных координат и скоростей, а в пространстве поперечных энергий. Су-

ществуют различные подходы к построению кинетического уравнения Фокке-

ра-Планка в пространстве поперечных энергий. В рамках кинетического подхо-

да к теории осевого [22] и плоскостного каналирования [23,24] рассматривают 

диффузионное приближение для интегро-дифференциального уравнения пере-

носа в пространстве поперечных энергий. В работе [25] было показано, что ки-

нетическое уравнение диффузионного типа [22] не описывает результаты экс-

перимента с релятивистскими протонами в 110  осевом канале кристалла гер-
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мания. Причина несогласия между теорией и экспериментом до сих пор не ус-

тановлена. 

Цель работы: 

1.  Поиск решения уравнения Фоккера-Планка в пространстве поперечных 

энергий. 

2.  Разработка компьютерной программы на основе нового подхода к реше-

нию уравнения Фоккера-Планка. В программе должны быть предусмотрены 

возможности по варьированию начальных условий, в том числе возможность 

изменять начальную расходимость пучка, использовать различные аппрокси-

мации потенциала отдельного атома. Также должны быть предусмотрены раз-

личные варианты моделей деканалирования. 

3.  Исследование с помощью компьютерного моделирования динамики по-

тока заряженных частиц в прямых и изогнутых алмазоподобных кристаллах 

при плоскостном каналировании. 

Метод исследования – компьютерное моделирование. На основании но-

вого подхода к описанию движения заряженных частиц в фазовом пространстве 

поперечных энергий была создана математическая модель, реализованная в ви-

де компьютерной программы STE (the Space of Transversal Energy). Математи-

ческая модель основана на решении кинетического уравнения Фоккера-Планка 

в фазовом пространстве поперечных энергий, решение которого сводится к 

численному решению системы дифференциальных уравнений методом Рунге-

Кутты 4 порядка точности. Для учета обратного влияния многократного рас-

сеяния на движение частицы применяется метод Монте-Карло. 
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Обоснованность и достоверность полученных результатов 

В качестве исходных уравнений были выбраны известные уравнения 

Фоккера-Планка и Ньютона, описывающие движение заряженных частиц в ку-

лоновском потенциале электронов и ядер атомов кристалла. Флуктуации по-

тенциала и корреляционные функции флуктуаций потенциала были определены 

в рамках общепринятой теории. Решение уравнений движения искались с по-

мощью метода малого шума [28] и метода многих масштабов [29]. Также хо-

рошее согласие полученных результатов компьютерного моделирования по 

программе STE в сравнении с экспериментальными данными и результатами по 

другим программам [45,46] позволяет говорить об обоснованности и достовер-

ности полученных результатов. 

Научная и практическая значимость работы 

Описанную в работе программу моделирования плоскостного каналиро-

вания заряженных частиц, основанную на решении уравнения Фоккера-Планка 

в пространстве поперечных энергий, можно использовать для анализа и плани-

рования новых экспериментальных исследований по прохождению заряженных 

частиц в прямых и изогнутых ориентированных алмазоподобных кристаллах. 

Компьютерное моделирование, исследуя те же физические процессы, что и 

эксперимент, имеет ряд преимуществ, такие как относительная дешевизна ком-

пьютерного эксперимента и возможность широкого варьирования параметров 

задачи. Известно, что использование изогнутых кристаллов для вывода пучков 

заряженных частиц из ускорителей экономит значительное количество энергии. 

Компьютерное моделирование, таким образом, дополняет теорию и экспери-

мент. 
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Научная новизна и результаты, вынесенные на защиту: 

1.  Предложен и реализован метод численного решения уравнения Фоккера-

Планка в фазовом пространстве поперечных энергий с помощью компьютерно-

го моделирования траекторий каналированных частиц. 

2.  В тонком кристалле построено уравнение диффузии, описывающее эво-

люцию флуктуаций поперечной энергии каналированных частиц вдоль отрез-

ков траектории в плоскостном канале, и найдено его решение. 

3.  Предложены комплекс алгоритмов и программа STE моделирования тра-

екторий, представляющая собой алгоритмическое наполнение модели движе-

ния заряженных частиц в плоскостных каналах алмазоподобных кристаллов. 

4.  Впервые с помощью метода компьютерного моделирования исследована 

эффективность отклонения высокоэнергетических протонов в изогнутом кри-

сталле германия. 

Апробация работы 

Основные результаты работы докладывались на следующих научных 

конференциях: 

- 34-37 Международные конференции по физике взаимодействия заряженных 

частиц с кристаллами (Москва, НИИЯФ МГУ, 2004-2007 гг.); 

- Sixth International Symposium on Swift Heavy Ions in Matter (Aschaffenburg, 

Германия, 2005 г.); 

- 17 Международной конференции “Взаимодействие ионов с поверхностью” 

(Звенигород, 2005 г.); 

- 4-6 Открытых окружных конференциях молодых ученных “Наука и иннова-

ции XXI века” (Сургут, 2003-2005 гг.); 

Количество работ по диссертации – 18. 
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В работах [32-34] рассматриваются общие подходы к описанию движения 

заряженных частиц в пространстве поперечных энергий. Потенциальная энер-

гия взаимодействия многозарядных ионов с атомами кристалла строится в 

[35,36,37]. В работах [38,39] приводится вывод потенциала переходной области. 

Описанию расчета потерь энергии каналированных частиц посвящены работы 

[40-43]. Описание математической модели составляющей основу созданной 

компьютерной программы и ее сравнение с другими программами можно найти 

в [44,45,46]. В работе [46] исследуется эффект уменьшения скорости деканали-

рования релятивистских протонов. В [47-48] рассматриваются потери энергии 

при движении релятивистских ионов свинца в плоскостных каналах кремния. 

Работа [49] посвящена компьютерному моделированию движения протонов в 

изогнутых кристаллах. 

Структура и объем работы.  

Диссертационная работа состоит из введения, четырех глав и заключения, 

включает 36 рисунков, 6 таблиц, а также содержит список литературы из 75 на-

именований и приложение на 195 страницах. Общий объем работы 295 стра-

ниц.  
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ГЛАВА 1.   ДВИЖЕНИЕ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В ПЛОСКОСТНЫХ 

КАНАЛАХ КРИСТАЛЛА 

 

1.1 Потенциал кристалла 

 

Электрический потенциал кристалла складывается из кулоновских по-

тенциалов атомных ядер, расположенных в узлах кристаллической решетки и 

кулоновских потенциалов атомных электронов 

 ( ) ( ) ( )nucl elU r U r U r= +
G G G . (1.1) 

 ( )
2

2
nucl

n n

Z eU r
r r

=
−∑G
G G ,  

где rK  – вектор, определяющий положение заряженной частицы движущейся в 

кристалле, в окрестности некоторой атомной цепочки; 0n n nr r rδ= +
G G G – вектор, оп-

ределяющий положение n – го атомного ядра с зарядом 2Z e ; вектор 0nr
G  опреде-

ляет положение n-го узла кристаллической решетки, а вектор nrδ
G  описывает 

смещение ядра n-го атома кристалла из узла кристаллической решетки благода-

ря тепловым колебаниям. 

 ( )
2 2

1

Z

el
n j nj

eU r
r r=

= −
−∑∑G
G G ,  

где njr
K  – вектор, определяющий положение j – го электрона, принадлежащего n 

– му ядру; nj n njr r rδ= +
G G G ; вектор njrδ

G  определяет положение j-го электрона по от-

ношению к положению n-го атомного ядра. 

Тогда потенциал кристалла запишем следующим образом 

 ( )
22 2

2

1

Z

n jn nj

Z e eU r
r r r r=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑ ∑G
G G G G .  
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В случае взаимодействия быстрого иона с атомами кристалла, потенциал 

взаимодействия можно представить как 

 ( )
22 2

1 2 1

1

Z

n jn nj

Z Z e Z eU r
r r r r=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑ ∑G
G G G G ,  

где 1Z e  - заряд иона. 

Усреднение потенциала кристалла, по квантовым флуктуациям местопо-

ложения атомных электронов будем осуществлять с помощью метода [50], ко-

торый Бете использовал для вычисления атомного форм-фактора и обозна-

чать ...
e
. 

( )( ) e n
n

U r V r r< > = −∑ G G , 

где ( )nV r r−G G  – потенциал n – го изолированного атома. 

Существуют следующие хорошо известные приближения для потенциа-

лов изолированных атомов [5]: 

− приближение Томаса-Ферми с аналитической аппроксимацией по Мольеру; 

− приближение Томаса-Ферми – Дирака с аналитической аппроксимацией по 

Фирсову; 

− приближение Хартри – Фока с учетом, когда это необходимо, релятивист-

ских поправок (аналитическая аппроксимация дана Дойлем и Тернером, Кок-

сом и Бонхемом, а также Барреттом). 

При численных расчетах в данной работе использовалась аппроксимация 

атомного потенциала ( )V r  в приближении Дойля – Тернера и Мольер. Атом-

ный потенциал в приближении Дойля – Тернера имеет вид 

 ( )
24

2
0 1 3

1

2 exp
2
i

i ii

a rV r a e Z
BBπ=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (1.2) 



 

16 
 

где 0 0.529a = Α
D

 – радиус Бора; 1Z – атомный номер налетающей части-

цы;
( )22

i
i

bB
π

= . Значения ia , ib  для кристаллов кремния и германия приведены в 

таблице 1.1. 

 

Кремний Германий 

ia , Α
D

 ib , 
2

Α
D

 ia , Α
D

 ib , 
2

Α
D

 

2.1293 57.7748 2.4467 55.893 

2.5333 16.4756 2.7015 14.393 

0.8349 2.8796 1.6157 2.4461 

0.3216 0.3860 0.6009 0.3415 

Таблица 1.1. Значения ia , ib  кристаллов кремния и германия 

 

Атомный потенциал в приближении Мольер имеет вид 

 ( )
2 3

1 2

1

exp i
i

i

Z Z e rV r
r a

βα
=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ , (1.3) 

где 2Z  – атомный номер атомов кристалла; ( ) 1/ 22 / 3 2 / 3
0 1 20.88534a a Z Z

−
= + – ради-

ус экранирования Томаса – Ферми; iα , iβ – коэффициенты, значения которых 

представлены в таблице 1.2. 

Также можно привести вид аппроксимации атомного потенциала в при-

ближении Фирсова [5] 

 ( ) ( )
2 2

1 2
2 /

Z Z e sh CV r
r sh C r a

β
β

=
+

,  

где ( ) 1/ 22 / 3 2 / 3
1 20.4 Z Zβ

−
= + ; 1.7С ≈ . 
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iα  iβ  

0.35 0.3

0.55 1.2

0.10 6.0

Таблица 1.2. iα , iβ – коэффициенты в приближении Мольер 

 потенциала изолированного атома 

 

 

1.2 Усреднение электрического потенциала кристалла по тепловым коле-

баниям 

 

Известно, что флуктуации потенциала ( )U r  вызываются тепловыми ко-

лебаниями атомных ядер и квантовыми флуктуациями, которые испытывают 

атомные электроны. Тепловые колебания атомов изменяют потенциал статиче-

ской решетки вблизи плоскости на расстояниях порядка амплитуды тепловых 

колебаний [26]. Потенциал изолированного атома может быть разложен в инте-

грал Фурье 

 ( )
( )

( ) ( )03 exp
2n n
dgV r r V g ig r r
π

∞

−∞

⎡ ⎤− = − −⎣ ⎦∫
GG G G G G G ,  

где ( )V gG  – Фурье компонента потенциала изолированного атома; 0nr
G  – вектор 

определяющий положение n – го узла кристаллической решетки; gG  – одномер-

ный вектор обратной решетки, 2 2 2 2
x y zg g g g= + + . 

Фурье компонента потенциала изолированного атома в приближении 

Мольер имеет вид 
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 ( )
( )

3
2

1 2 2 2
1

4
/

i

i i

V g Z Z e
a g
απ

β=

=
+

∑G . (1.4) 

Фурье компонента потенциала изолированного атома в приближении 

Дойля-Тернера имеет вид 

 ( )
4

2 2
1 0

1

2 exp( / 4)i i
i

V g Z a e a B gπ
=

= −∑G . (1.5) 

Усреднение по независимым тепловым колебаниям атомов кристалла 

осуществляется с помощью функции распределения Гаусса и обозначается 

символом ...
T

 

 ( ),( ) T e n T
n

U r V r r< > = < − >∑ G G ,  

Тогда электрический потенциал изолированного атома через интеграл 

Фурье усредненного по тепловым колебаниям представим в следующем виде 

 ( )
( )

( ) ( )
2 2

03 exp
22n T x n

dg gV r r V g ig r r σ
π

∞

−∞

⎡ ⎤
< − > = − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

GG G G G G G ,  

где σ   – амплитуда тепловых колебаний атома, в случае кристалла кремния, 

при температуре293 KD , 0.075σ = Α
D

 [27]. 

 

 

1.3 Непрерывный потенциал атомной плоскости кристалла 

 

Основная идея, упрощающая теоретический анализ эффекта каналирова-

ния в целом, состоит в замене истинного потенциала атомов кристалла потен-

циалом, усредненным по координатам атомов в кристаллографической оси или 

плоскости. Такое приближение особенно эффективно, если угол падения части-

цы на ось или плоскость достаточно мал. Линдхардом и было показано, что 
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при малом угле падения заряженной частицы по отношению к кристаллографи-

ческой оси или плоскости последовательные столкновения частицы с атомами 

решетки скоррелированы между собой, и следует рассматривать взаимодейст-

вие заряженной частицы с атомной цепочкой или атомной плоскостью, то 

есть когда частица, рассеиваясь на малый угол после взаимодействия с одним 

атомом, попадает в область действия следующего и, поскольку силы притяже-

ния этими атомами (или силы отталкивания, если частица положительно заря-

жена) направлены в одну сторону, происходит сравнительно плавный поворот 

импульса частицы вследствие столкновений с большим числом атомов оси или 

плоскости. Тогда в малоугловом приближении можно заменить потенциалы от-

дельных атомов усредненным непрерывным потенциалом. По отношению к за-

ряженной частице, движущейся в кристалле вдоль одной из его осей симмет-

рии, атомы в кристалле расположены приблизительно так, как бусинки на натя-

нутой нитке. Если частица проходит близко к одному из атомов, то она пройдет 

также близко и к соседним атомам той же цепочки, в результате цепочка ато-

мов действует как единое целое, отклоняя заряженную частицу так, словно по-

тенциалы атомов однородно распределены по ее длине. Также и атомные плос-

кости, в кристалле действуя подобно плоским ограничивающим поверхностям, 

дают возможность наблюдать каналирование заряженных частиц. В этом слу-

чае частица движется, совершая колебания между соседними плоскостями кри-

сталла [4]. Движение каналированных частиц в плоскостных каналах кристалла 

происходит в потенциале, который можно представить в следующем виде 

 ( ) ( , , ) ( )U r U x y z U x Uδ= = + , (1.6) 

где ( , , )U x y z  – электрический потенциал кристалла (см. (1.1)); ( )U x – непре-

рывный плоскостной потенциал, учитывающий влияние всех атомных плоско-
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стей, причем будем обозначать
,

... ...
e T

= ; Uδ  – флуктуация непрерывного по-

тенциала атомной плоскости. В случае малоуглового рассеяния каналирован-

ных частиц флуктуация потенциала не превышает его среднего значения 

 U Uδ < .  

Тогда понятно, что немногочисленные случаи рассеяния на большой угол не 

оказывают значительного влияния на динамику потока, потому как эти частицы 

выбывают из режима каналирования и соответственно из области действия не-

прерывных потенциалов. Непрерывный потенциал изолированной кристалло-

графической плоскости, полученный усреднением по двум координатам в 

плоскости, представим как 

 ( )2 2 2
1( ) ( ) ( )p m nU x Nd V x y y z z dydz

∞ ∞

−∞ −∞

= + − + −∫ ∫ ,  

где ,m ny z  – координаты атомов, которые и создают данный потенциал;N – 

объемная плотность атомов, количество атомов в единице объема. Примерный 

вид движения заряженной частицы движущейся параллельно атомной плоско-

сти показан на рис. 1.1, в плоскости XZ . Видно, что непрерывный потенциал 

является функцией расстояния между частицей и атомной плоскостью. По-

скольку положение атомов в атомной плоскости является периодическим, то 

2 2 2

,

( ( ) ( ) )m m
m n

V x y y z z+ − + −∑   – электрический потенциал изолированной 

атомной плоскости можно разложить в ряд Фурье. Непрерывный потенциал 

атомной плоскости имеет смысл нулевого члена разложения в ряд Фурье по 

продольным координатам Y , Z  потенциала атомной плоскости, усредненно-

го по независимым тепловым колебаниям. Далее под усреднением потенциала, 

которое будем обозначать чертой, будем понимать усреднение, проводимое как 
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по независимым квантовым флуктуациям, так и по квантовым флуктуациям 

атомных электронов. 

Приближение непрерывного потенциала получило широкое распростра-

нение как общий метод исследования прохождения через кристаллы быстрых 

частиц. Это позволяет исследовать многие вопросы связанные движением ка-

налированных частиц в непрерывных потенциалах [5]. 

 

 

Рис. 1.1. Траектория частиц в XZ плоскости параллельно атомной плоскости 

 

Получим непрерывный потенциал атомной плоскости для кристалла 

кремния, при использовании потенциала изолированного атома в приближении 

Мольер. Перепишем Фурье компоненту потенциала изолированного атома 

( )V gG  (см. 2.6), используя соотношение 
0

1 pte dt
p

∞
−= ∫ , следующим образом 

( )
23

2 2
1 2

1 0

4 exp i
i

i
V g Z Z e t g dt

a
βπ α

∞

=

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
∑ ∫

G , 

тогда потенциал изолированной атомной плоскости, усредненный по тепловым 

колебаниям в приближении Мольер, получим следующим образом: 

( )1( ) n TU x V x x=< − > =  
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( )
22 2

02
2 3

1 2
2

1 0

4
2

2

i g t ig x xx xt n
a

i x
i

Z Z e dt e dg e
S t

σβ
π πα

σπ

− + − −−
⎛ ⎞⎛ ⎞∞ ∞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −∞

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
+

∑ ∫ ∫  

( )

1
2

222 3
01 2

2 2
1 0

4 exp exp
2

4
2 2

ni
i

i

x xZ Z e dt t
S a t t

π β πα
σπ σ

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎡ ⎤ −⎛ ⎞ ⎢ ⎥= ⋅ − ⋅ − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎛ ⎞⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦ + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∫  

( )222 3
01 2

1 2
21 0 2

2 exp ,
4

22

ni
i

i

x xZ Z e dt t
S a

tt

π βα
σσ

∞

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎪ ⎪⎛ ⎞= − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠⎪ ⎪⎛ ⎞ +⎜ ⎟+ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠

∑ ∫   

где 0

, ;
0; 1; 21 , ;

2
n

ndp для e
x n

n dp для e

−

+

⎧
⎪= = ± ±⎨⎛ ⎞+⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

…  

1/( )pS Nd=  – площадь, приходящаяся на один атом в атомной плоскости; 

5,431d = Α
D

 – период элементарной решетки кремния; / 8pd d= – расстояние 

между соседними атомными плоскостями в случае плоскости (110); 38/N d= , 

2 14,4e эВ= ⋅Α
D

. 

Аналогично можно получить выражение для изолированной атомной 

плоскости, усредненной по тепловым колебаниям, в приближении Дойля-

Тернера 

 
24

2 0
1 1 2 0 2 22 2

1

( )( ) 2 exp( )
/(2 ) 2/(2 ) 2

i n
p

i ii

a x xU x e Z Z Nd a
bb

π
π σπ σ=

−
= −

++
∑ , 

где ia , ib  – коэффициенты, которые определены в таблице 1. 

Рассмотрим непрерывный плоскостной потенциал с учетом вклада от 4-х 

атомных плоскостей 
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 1 1 1 1

3 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
p p p pd d d d

U x U x U x U x U x= + + − + + + − , (1.7) 

По рис. 1.2 можно оценить какой вклад вносят в непрерывный потенциал 

плоскостного канала потенциалы от 4-х отдельных изолированных плоскостей. 

 

 

Рис. 1.2. Слагаемые из формулы (1.7) в приближении Мольер 

 

Потенциальную энергию взаимодействия частицы с атомами образую-

щими кубическую кристаллическую решетку, можно представить в следующем 

виде 

 ( ) ( ) exp( )
g

U r U g ig r=∑G
G G G ,  

где { }2 / ; 2 / ;2 /x y zg n d n d n dπ π π=
G  – вектор обратной решетки; d  – постоянная 

решетки. 

 
2

3

1( ) ( ) exp
2
j

j j
j

g
U g V g ig r

d
σ⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑
G

G G G , (1.8) 
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где ( )2exp / 2jgσ−
G  – фактор Дебая-Валлера, учитывает тепловые колебания ядер 

атомов кристалла; jr
G – координаты атомов в элементарной ячейке, а 2

jσ  – сред-

ний квадрат амплитуды тепловых колебаний атомов кристалла; Vj(g) – компо-

нента Фурье потенциальной энергии взаимодействия атома j-го сорта с ионом.  

В нашем случае потенциальная энергия взаимодействия быстрого иона с 

непрерывным потенциалом плоскостного канала кристалла имеет вид 

 ( ) ( )exp( )
x

x x
g

U x U g ig x=∑ . (1.9) 

 
8

2 2
3

1

1( ) ( ) exp( / 2) cos 2 ( )
x

x x x j
n j

U x V g g n x x
d

σ π
=

⎡ ⎤= ⋅ − ⋅ −⎣ ⎦∑∑ . (1.10) 

где ( )xV g  – Фурье компонента потенциала атома, в приближении Мольер см. 

(1.4), в приближении Дойля-Тернера см. (1.5). 

Примеры непрерывных потенциалов, рассчитанные с помощью различных 

приближений потенциала изолированного атома в случае плоскостного канали-

рования (111) протонов в кристалле кремния и германия, приведены на рис. 1.3.  

Глубина потенциальной ямы образованной плоскостями (111) кристалла 

кремния в случае приближения Мольер приблизительно равна 25,2 эВ, в при-

ближении Дойля-Тернера 23,13 эВ, для кристалла германия в приближения 

Мольер 40,72 эВ, в приближении Дойля-Тернера 32,16 эВ. В приближении Дой-

ля-Тернера высота непрерывного потенциала меньше, чем в приближении Моль-

ер. 
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Рис. 1.3. Непрерывные плоскостные потенциалы для протонов в (111) канале 

кристалла кремния и германия. Сплошная линия – потенциал изолированного 

атома в приближении Мольер, пунктирная – в приближении Дойля-Тернера 

 

 

1.4 Коэффициент диффузии 

 

Движение одной быстрой заряженной частицы описывается классиче-

ским уравнением движения: 

 
2

2

d rm f
dt

=
G G

, (1.11) 

где f gradU= −
G

; 2 1/ 2
0 0(1 )m m mγ β −= ⋅ = −  – масса частицы; 2 1/ 2(1 )γ β −= − ; 

/ cβ υ= ; 0m – масса покоя частицы; υ  – скорость частицы в направлении оси 

OZ . 

Перепишем формулу (1.6) представив слагаемое, учитывающее флуктуа-

цию электрического потенциала в виде суммы 2-х слагаемых:  

 ( ) zU r U U Uδ δ= + + , (1.12) 
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где ( , )U U x y=  – непрерывный потенциал плоскостного (осевого) канала кри-

сталла; 
,

( ) ( , , )z e T
U r U x y z Uδ = − – поправка к непрерывному потенциалу пло-

скостного канала, которая связана с дискретностью расположения атомов кри-

сталла; ( )U rδ   – флуктуация потенциала, вызванная тепловыми колебаниями 

атомных ядер и квантовыми флуктуациями местоположения атомных электро-

нов. 

Далее перепишем уравнение движения: 

( )zmx U U U
x x

δ δ∂ ∂
⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦∂ ∂

�� , 

( )zmy U U U
y y

δ δ∂ ∂
⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦∂ ∂

�� . 

 

( )z
x

U Umx f
x x

δ δ∂ ∂
+ + =
∂ ∂

�� , 

( )z
y

U Umy f
y y

δ δ∂ ∂
+ + =
∂ ∂

�� . 

(1.13)

где ( )
x

U
f

x
δ

δ
∂

= −
∂

, ( )
y

U
f

y
δ

δ
∂

= −
∂

 – флуктуация поперечной силы, силы с кото-

рой кристалл вдоль направления x  и y  действует на каналированную заряжен-

ную частицу.  

Систему координат выберем таким образом, чтобы ось OX  была перпен-

дикулярна, а ось OY  была параллельна атомным плоскостям, но перпендику-

лярна направлению падения ионов на кристалл, которое происходит в направ-

лении оси OZ . В случае плоскостного каналирования ось OZ  направим парал-

лельно плоскостям, а в случае осевого – атомным цепочкам кристалла. Решение 

уравнения (1.13) будем искать в малоугловом приближении, которое имеет вид 
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 0zf = .  

Данное условие обеспечивает движение иона с постоянной скоростью на 

небольших отрезках в направлении оси ,OZ  то есть 

 ( / )z c constβ ≈ =� , 

где z tυ= ⋅ . 

В [6] было показано, что можно пренебречь влиянием поправки ( )zU rδ  к 

непрерывному потенциалу на движение каналированной частицы в осевом ка-

нале. Анализ этой поправки будет произведен позже в параграфе 1.5 посвящен-

ному рассмотрению потенциала переходной области ось-плоскость. 

Нелинейное стохастическое уравнение (1.11) может быть линеаризовано 

с помощью разложения в ряд по малому параметру (метод малого шума [28]), 

роль которого играет флуктуация потенциала. Решение уравнения (1.11) пред-

ставим в виде суммы независимых движений по регулярной траектории, то есть 

без учета флуктуаций, и малой флуктуирующей добавки 

x x xδ= + ,

y y yδ= + . 
(1.14)

Разложим далее в ряд по степеням xδ  и yδ  потенциал U  из выражения (1.12) в 

окрестности регулярной траектории и будем учитывать только линейные по xδ  

и yδ  члены, тогда 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x yU x y U x x y y U x y U x y x U x y yδ δ δ δ= + + ≅ + + , 

( , ) ( , ) ( , )U x y U x x y y U x yδ δ δ δ δ= + + ≅ , 

( , , ) ( , , ) ( , , )f x y t f x x y y t f x y tδ δ δ δ δ= + + ≅ . 

(1.15)

Подставим (1.14) и (1.15) в (1.13) 

x xx xy xmx m x U U x U y fδ δ δ δ+ + + + =�� �� , 



 

28 
 

y yx yy ymy m y U U x U y fδ δ δ δ+ + + + =�� �� . 

Данные уравнения можно представить в виде 2-х систем уравнений, одна из ко-

торых описывала бы движение частиц по регулярной траектории, а другая по 

хаотической 

 
,

.
x

y

mx f

my f

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

��
��  (1.16) 

 
,

.
xx xy x

yx yy y

m x U x U y f

m y U x U y f

δ δ δ δ

δ δ δ δ

⎧ + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩

��

��
 (1.17) 

где ( , , )
x

U x y zf
x

∂
= −

∂
, ( ( , , ))

x
U x y zf
x

δδ ∂
= −

∂
, 

2 ( , , )
xy

U x y zU
x y

∂
=

∂ ∂
,

2 ( , , )
yx

U x y zU
y x

∂
=

∂ ∂
. 

Перейдем от (1.16) и (1.17) к системе уравнений описывающих движение 

каналированных частиц в перпендикулярном направлении относительно атом-

ных плоскостей 

 xmx f=�� , (1.18) 

 xx xm x U x fδ δ δ+ =�� . (1.19) 

Найдем производную от среднего квадрата флуктуации поперечной координа-

ты 2xδ , причем 2 2( )x x x xδ δ δ δ= = ⋅ , следующим образом 

 2 2 2d dx x x x x
dt dt
δ δ δ δ δ= ⋅ = � .  

Так как 2xδ  не зависит от времени, то 

 
_________

_____ ________
2 2 2d dx x x x

dt dt
δ δ δ δ= = � . (1.20) 

Получим выражение для смешанного момента, используя (1.19) 
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( )2 2 2

( )

1 1 1 ,x xx x xx

d x x x x x x
dt

x x f U x x x f U x
m m m

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

⋅ = ⋅ + ⋅ =

= + ⋅ − = + ⋅ −

� � � ��

� �
  

 
_____ _____________ ___________

2 21 1
x xx

d x x x x f U x
dt m m
δ δ δ δ δ δ= + −� � . (1.21) 

Получим выражение для среднего квадрата флуктуаций поперечной ско-

рости 

 ( )2 1 22 2 x xx x xx
d x x x x f U x x f U x x
dt m m
δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ = ⋅ − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
� � �� � � � ,  

 
______ __________ ________

2 2
x xx

d x x f U x x
dt m

δ δ δ δ δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � � . (1.22) 

С помощью уравнения (1.20), (1.21), (1.22), построим систему уравнений 

для вторых моментов функции распределения 

 

2

2 2

2

2

1 1( ) ( , )

2 2( ) ( , )

xx x

xx x

d x x x
dt
d x x x U x x x f x t
dt m m
d x U x x x x f x t
dt m m

δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

⎧ =⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪
⎪ = − +⎪⎩

�

� �

� � �

 (1.23) 

Найдем решение уравнения движения по хаотической траектории –  

уравнение (1.17) с помощью метода вариации произвольной постоянной. Тогда 

решение уравнения представим следующим образом 

 1 1 2 2x C x C xδ δ δ= + . (1.24) 

где 1xδ , 2xδ  – решения однородного дифференциального уравнения: 

1,2 1,2( ) 0xxm x U x xδ δ+ =��  

Тогда можем составить следующую систему уравнений для определения про-

извольных постоянных 1С  и 2С  
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1 1 2 2

1 1 2 2

0
( , )

C x C x
f x tC x C x
m

δ δ
δδ δ

⎧ + =
⎪
⎨

+ =⎪⎩

� �

� �� �
. (1.25) 

Постоянные 1С  и 2С  будем определим из следующих выражений 

 1
1C

∆
=
∆

� , 2
2C

∆
=
∆

� . (1.26) 

где ∆  – определитель системы уравнений (1.25) 

1 2
1 2 2 1

1 2

x x
x x x x

x x
δ δ

δ δ δ δ
δ δ

∆ = = −� �
� �

 

1∆ и 2∆  – также определители системы (1.25) составленные соответственно от-

носительно первого и второго столбца 

2

1 2
2

0 x
fxf mx

m

δ
δδδ δ

∆ = = −
�

, 

1

2 1
1

0x
fxf mx

m

δ
δδδδ

∆ = = −
�

. 

Теперь зная ∆ , 1∆  и 2∆  перепишем выражения (1.26) для произвольных посто-

янных 1C� , 2C� следующим образом 

2
1

1 2 2 1

1 x fC
m x x x x

δ δ
δ δ δ δ

= −
−

�
� �

, 1
2

1 2 2 1

1 x fC
m x x x x

δ δ
δ δ δ δ

= −
−

�
� �

. 

Откуда искомые коэффициенты 1С  и 2С  необходимые для получения решения 

уравнения движения по хаотической траектории, получим как 

2
1

1 2 2 1

1 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

x t f tC t dt
m x t x t x t x t

δ δ
δ δ δ δ

′ ′
′= −

′ ′ ′ ′−∫ � �
, 

1
2

1 2 2 1

1 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

x t f tC t dt
m x t x t x t x t

δ δ
δ δ δ δ

′ ′
′= −

′ ′ ′ ′−∫ � �
. 



 

31 
 

С учетом этого решение интересуемого нас уравнения из (1.24) представимо в 

следующем виде 

1 2

1 2 2 1

2 1

1 2 2 1

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x t x t f tx t dt
m x t x t x t x t

x t x t f t dt
m x t x t x t x t

δ δ δδ
δ δ δ δ

δ δ δ
δ δ δ δ

′ ′
′= − +

′ ′ ′ ′−
′ ′

′+
′ ′ ′ ′−

∫

∫

� �

� �

 

Или после небольшого элементарного преобразования 

[ ]
[ ]
2 1 1 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1( )
( ) ( ) ( ) ( )

x t x t x t x t f t
x t dt

m x t x t x t x t
δ δ δ δ δ

δ
δ δ δ δ

′ ′ ′−
′=

′ ′ ′ ′−∫ � �
. 

Корреляционную функцию, составленную из флуктуаций поперечной ко-

ординаты и силы можно записать как 

 [ ]
[ ]

2 1 1 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x x
x

x t x t x t x t f t f t
x t f t dt

m x t x t x t x t
δ δ δ δ δ δ

δ δ
δ δ δ δ

′ ′ ′−
′=

′ ′ ′ ′−∫ � �
. (1.27) 

С помощью коррелятора, составленного из флуктуаций поперечной силы 

действующей на быструю заряженную частицу из (1.27) в разные моменты 

времени, может быть вычислен так называемый коэффициент диффузии быст-

рых заряженных частиц в поле атомной плоскости ( )D x , который является тра-

екторно–зависящей функцией, то есть пусть 

( , ) ( , ) ( ) ( )x xf x t f x t D x t tδ δ δ′ ′ ′= − , 

где ( )t tδ ′−  – дельта–функция Дирака. Тогда далее 

( ) ( ) 0xx t f tδ δ = . 

Коррелятор, составленный из флуктуаций поперечной скорости и силы, 

представим следующим образом 

[ ]
[ ]

2 1 1 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 2

x x
x

x t x t x t x t f t f t D xx t f t dt
m x t x t x t x t m

δ δ δ δ δ δ
δ δ

δ δ δ δ
′ ′ ′−

′= =
′ ′ ′ ′−∫

� �
�

� �
. 
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С учетом всего выше сказанного можем переписать систему уравнений 

для вторых моментов функции распределения (1.23) 

2

2 2

2
2

2

1

2 ( )

xx

xx

d x x x
dt
d x x x U x
dt m
d D xx U x x
dt m m

δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ

⎧ =⎪
⎪
⎪ = −⎨
⎪
⎪ = − +⎪⎩

�

� �

� �

 (1.28) 

Данная система является замкнутой, описывает движения быстрой заря-

женной частицы в кристалле по хаотической траектории (1.17). 

Оценим, какую размерность имеет коэффициент диффузии ( )D x . Для это-

го используем понятие глубины проникновения каналированной частицы в 

кристалл z tυ= ⋅ , а также грубо положим, что вторая производная от непрерыв-

ного плоскостного потенциала по поперечной координате x  в последнем треть-

ем уравнении системы (1.28) равна нулю, то есть ( ) 0xxU x = . Тогда уравнение на 

коэффициент диффузии запишем следующим образом 

 
2 ( )

2
d m x D x
dz m

δ
ν

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

�
.  

Из последнего уравнения следует, что размерность коэффициента диффу-

зии приведенного к массе каналированной частицы и ее продольной скоро-

стиν , имеет следующий вид 

D эВ
mϑ
⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦ Α

D  

В полупроводниковых кристаллах кремния и германия, обычно исполь-

зуемых в экспериментах по каналированию, концентрация дефектов очень не-

значительна. Каналированная частица рассеивается на очень малый угол при 

столкновении с электронами. Угол, при котором частица проходит через центр 
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канала, монотонно увеличивается из-за такого многократного рассеяния и та-

ким образом увеличивается количество частиц, подходящих близко к рядам или 

плоскостям. Такие частицы могут испытать близкие столкновения с атомами 

решетки, смещенными относительно их положения равновесия в результате те-

пловых или нулевых колебаний. В таких столкновениях частица может рассе-

яться на угол, больший критического угла каналирования. Рассеяние каналиро-

ванной частицы на электронах и на тепловых колебаниях ядер кристаллической 

решетки, а также дефектов кристалла (здесь рассеяние на дефектах не рассмат-

ривается, так как считаем кристалл идеальным) ведет к не сохранению попе-

речной энергии каналированных частиц E⊥  и распределение потока частиц в 

канале меняется. В результате актов рассеяния частица изменяет свое состояние 

и может выйти из режима каналирования – процесс деканалирования. Возмо-

жен и обратный процесс – захват частицы в режим каналирования. С процесса-

ми рассеяния связаны диффузионные коэффициенты, соответственно ( )eD x  – 

электронный, ответственный за многократное рассеяние на электронах, ( )nD x – 

ядерный, ответственный за рассеяние на тепловых колебаниях ядер. ( )D x  име-

ет смысл суммарного коэффициента диффузии, то есть 

 ( ) ( ) ( )n eD x D x D x= + . (1.29) 

Ядерный коэффициент диффузии ( )nD x  запишем в приближении Китага-

вы-Оцуки [51] 

 2
1

2( ) ( )n n nuclD x Z e L xπ ρ
υ

= ⋅ ⋅ ⋅ , (1.30) 

где 2
2 1 2 1 2ln 1.29 /( ( ) )nL a E M Z Z M M e⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎣ ⎦  – ядерный логарифм, в случае 

МэВ-энергий, приближение, предложенное Линдхардом [6]; 1/ 3
22ln 138/nL Z⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

– ядерный логарифм, для релятивистских энергий; 2e  – заряд электрона; 1M , 
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2M  – массы частицы и ядра атома кристалла; ( )nucl xρ  – плотность распределе-

ния ядер в плоскостном канале кристалла, после разложения в ряд Фурье 

 
2 28

3
1

1( ) exp cos 2 ( )
2

x

x
nucl x j

n j

gx n x x
d

σρ π
=

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
∑∑ . (1.31) 

Электронный коэффициент диффузии, в приближении локальной элек-

тронной плотности 

 2
1 2

2( ) ( )el e elD x Z Z e L xπ ρ
υ

= ⋅ ⋅ ⋅ , (1.32) 

где ( )2 2 2ln 2 /e eL m Iβ γ β⎡ ⎤= −⎣ ⎦  – электронный логарифм; 211.5I Z= ⋅  – средний 

ионизационный потенциал кристалла; ( )el xρ  – плотность распределения элек-

тронов в плоскостном канале кристалла, после разложения в тригонометриче-

ский ряд Фурье имеет вид 

 
2 28

2
3

1

1( ) ( )exp cos 2 ( )
2

x

x
el x x j

n j

gx F g n x x
d

σρ π
=

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
∑∑ , (1.33) 

где ( )xF g  – форм-фактор атома кристалла, в приближении Дойля-Тернера 

 
24

2
1

( ) exp
(4 )
i x

x i
i

gF g cβα
π=

⎡ ⎤⋅
= ⋅ − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ .  

Форм-фактор атома кристалла в приближении Мольер 
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2 2 2
1

( / )( )
( / )

i i
x

i x i

aF g Z
g a
α β

β=

=
+∑ . (1.34) 

Значения коэффициентов iα , iβ , c  для кремния и германия, в приближе-

нии Дойля-Тернера, приведены в таблице 1.3. 

График коэффициента диффузии ( )D x  (1.29) для протонов с энергией 200 

ГэВ в плоскостном канале (110) кристалла германия для приближения потен-

циала изолированного атома Мольер и Дойля-Тернера имеет вид, изображен-
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ный на рис. 1.4. Видно, что для частиц, движущихся в центральной части кана-

ла, коэффициент диффузии невелик, так как здесь наблюдается рассеяние толь-

ко на атомных электронах, а при приближении к атомным  плоскостям кри-

сталла будет доминировать рассеяние на атомных ядрах, которое, как видно,  

гораздо сильнее влияет на процесс выхода частиц из канала. 

 Кремний Германий 

i iα , Å iβ , Å2 iα , Å iβ , Å2 

1 6.2915 2.4386 16.0816 2.8509

2 3.0353 32.3337 6.3747 0.2516

3 1.9891 0.6785 3.7068 11.4468

4 1.5410 81.6937 3.6830 54.7625

 1.1407c = 2.1313c =  

Таблица 1.3. Коэффициенты iα , iβ , c  для кристаллов кремния и германия 

 

Рис. 1.4. Коэффициент диффузии для протонов с энергией 200 ГэВ в плоскост-

ном (110) канале кристалла германия в приближении Мольер и Дойля-Тернера. 

Сплошная линия в приближении Мольер, пунктирная – Дойля-Тернера 
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1.5 Потенциал переходной области ось-плоскость 

 

В [8] (см. также обзор [52]) было сообщено об обнаружении нового эф-

фекта, возникающего при каналировании первоначально изотропного потока 

ионов. В зависимости от условий эксперимента наблюдается либо уменьшение 

поперечной энергии, либо увеличение поперечной энергии ионов, которые 

движутся в ориентированном кристалле. Удовлетворительного теоретического 

объяснения этого феномена к настоящему времени не найдено. 

В работе [53] был впервые обнаружен эффект влияния атомных цепочек, 

из которых состоит кристаллографическая плоскость, на движение каналиро-

ванных ионов. Теория резонансного деканалирования, описывающая этот эф-

фект, была построена в [54]. В рамках этой теории было показано, что непре-

рывный потенциал в центральной части плоскостного канала (110)  кристалла 

кремния необходимо дополнить слагаемым, с помощью которого может быть 

учтено периодическое воздействие атомных цепочек 110  на движение кана-

лированных ионов. 

Следуя работам [38], [56] построим явный вид этого дополнительного 

слагаемого, с помощью которого может быть описано движение каналирован-

ных ионов в кубических кристаллах со сложным базисом. 

Движение каналированных частиц в плоскости ZOY , которая компланар-

на соответствующей кристаллографической плоскости, на небольших участках 

траектории можно считать свободным. Пусть 

 ;tτ υ= ⋅ sin ;y τ θ= ⋅ cosz τ θ= ⋅ , (1.35) 

где θ  – угол влета частиц в кристалл, в плоскости ZOY . 

Перепишем уравнение (1.11) с учетом (1.35) в виде 
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 ( )
2 2

2
max

,d x U x
d V x

ε τ
τ

∂
= −

∂
, (1.36) 

где 2 max
2

V
m

ε
υ

=  – квадрат малого безразмерного параметра ε ; maxV  – максималь-

ное значение непрерывного потенциала атомной плоскости кристалла. 

С помощью метода многих масштабов [29] (см. также [55,57,58]) будем 

искать решение уравнения (1.36) в виде ряда по степеням малости ε  

 2
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2( , , ,...) ( , , ,...) ( , , ,...)x x T T T x T T T x T T Tε ε= + ⋅ + ⋅ ,  

где 0T τ= , 1T ε τ= ⋅ , 2
2T ε τ= ⋅ . 

Уравнение (1.36) в новых переменных имеет вид 

 
( )

2 2 2
0 1 0
2 2

0 0 0 1

2 2 2 2
2 0 02 1 0 0

2 2
0 0 1 1 0 2 0 max

2

,
2 2 0

x x x
T T T T

U x Tx x x x
T T T T T T x V

ε

ε

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ ⋅ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⋅ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ ⋅ + + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂⎝ ⎠

  

Решения уравнений нулевого и первого порядков малости по ε , в кото-

рых исключены секулярные слагаемые, имеют вид 

 0 0 1 2( , ,...);x x T T=  1 1 1 2( , ,...)x x T T= .  

Уравнение второго порядка малости по ε  имеет вид 

 ( ) ( ){ }
2 2

2 0
0 02 2

0 1 max 0

1 exp sin cosx y z
g

x x U g i x g T g g
T T V x

θ θ∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤+ = − ⋅ + +⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∑G
G . (1.37) 

Пусть кlθ θ θ= + ∆ , то есть рассмотрим движение каналированных частиц 

под малым углом θ ε∆ ≥  к одной из кристаллографической осей, из которых 

состоит атомная плоскость. Тогда угол кlθ , определяющий направление кри-

сталлографической оси 0kl< >  в атомной плоскости (100), связан с коэффици-

ентами ряда Фурье yn k=  и zn l=  соотношением 
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 sin cos 0yk kl zl klg gθ θ⋅ + ⋅ = ,  

где 2 / ;yk yg k aπ= ⋅ 2 /zl zg l aπ= ⋅ . 

Для того, чтобы исследовать движение каналированных частиц в другом 

плоскостном канале необходимо осуществить переход к новой системе коорди-

нат, которая будет повернута относительно старой системы координат на за-

данный угол, и пересчитать координаты атомов в элементарной ячейке относи-

тельно этой новой системы координат. Таким образом, при yn k= , zn l=  и 

θ ε∆ ≥  в уравнении (1.37) появляется малый параметр   

( ) ( )sin coske ke keg k θ θ θ θ ε⎡ ⎤= ⋅ + ∆ + ⋅ + ∆ ≥⎣ ⎦A . Интегрируя уравнение (1.37) по T0, 

приравняем к нулю секулярное слагаемое, что даст нам уравнение эволюции 

для 0 0 1 2( , ,...)x x T T= , которое имеет вид 

 
{

( )( )}

2
0

02
1 max 0

0 1

1 ( ,0,0) exp( )

( , , ) exp 2 ,

x x
gx

x yk z x k

x U g i x g
T V x

U g g g i x g g d Tπ ε

∂ ∂
= − ⋅ ⋅ ⋅ +

∂ ∂

+ ⋅ ⋅ + ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦

∑

A A

 (1.38) 

Решение уравнения (1.37) для 2 2 0 1( , ,...)x x T T=  является быстроосцилли-

рующей функцией второго порядка малости по ε  к решению уравнения (1.38), 

которое описывает траектории каналированных частиц в переходной области 

ось-плоскость. Таким образом, потенциал переходной области ось-плоскость 

имеет 

 
{

( ) }

( , ) ( ,0,0) exp( )

( , , ) exp ,

sp x x
gx

x yk z x kl

U x t U g i x g

U g g g i x g tω

= ⋅ ⋅ ⋅ +

⎡ ⎤+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎣ ⎦

∑

A

  

где 2kl klgω π υ= ⋅ ⋅  – частота, с которой частица пересекает атомные цепочки  

0kl , лежащие в атомной плоскости (100). 
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Потенциал переходной области ось-плоскость получен при условии 

θ ε∆ ≥ , поскольку при меньших углах разориентации нарушается условие при-

менимости формулы (1.35), так как частицы в этом случае совершают финитное 

движение в осевом канале кристалла, образованном цепочками 0kl . Верхнюю 

границу угла разориентации θ∆  можно оценить как угловое расстояние от вы-

деленной атомной цепочки 0kl  до ближайшей высокоиндексной кристалло-

графической оси, которая может оказать заметное влияние на характер движе-

ния частиц в плоскостном канале. 

Очевидно, что резонансное деканалирование, вызванное потенциалом пе-

реходной области ось-плоскость необходимо рассматривать как дополнение к 

тому, что обсуждались в работах [8], [52]. 

Потенциал переходной области ось-плоскость в виде разложения в три-

гонометрический ряд Фурье записывается следующим образом 

 

( )

8
2 2

3
1

2 2

1( , ) ( ) exp / 2 cos 2 ( )

( )exp / 2 cos 2 ( ) / ,
x

sp x x x j
n j

kl kl x j kl j j

U x t V g g n x x
d

V g g n x x t k y l z

σ π

σ π φ ε

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅ − +⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − ⋅ ⋅ − + − ⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑∑
 (1.39) 

где ( )22 2 /x x xg n aπ= , ( )22 2 2 22 ( / ) ( / ) ( / )kl x x y zg n a k a l aπ ⎡ ⎤= ⋅ + +⎣ ⎦  – квадрат вектора 

обратной решетки; xa , ya , za  – периоды решетки по направлениям осей OX , 

OY , OZ ; jx , jy , jz  – координаты атомов элементарной ячейки в единицах по-

стоянной решетки; θ∆  – угол разориентации направления пучка частиц отно-

сительно кристаллографической оси; ( )( ) /kl y zarctg l a k aθ ⎡ ⎤= − ⋅ ⋅⎣ ⎦ , 

sin( ) / cos( ) /kl kl y kl zk d a l d aϕ θ θ θ θ= + ∆ ⋅ ⋅ + + ∆ ⋅ ⋅ – угол определяющий направ-

ление кристаллографической оси 0kl  в атомной плоскости. 
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На рис. 1.5 и рис. 1.6 представлены потенциалы переходной области ось-

плоскость для плоскостного канала (111) кристалла германия для протонов с 

энергией 200 ГэВ, для углов разориентации 3,7θ ε∆ ≈  и 6,1θ ε∆ ≈ , соответст-

венно. 

 

Рис. 1.5. Потенциал переходной области ось-плоскость для плоскостного кана-

ла (111) кристалла германия для протонов с энергией 200 ГэВ, 3,7θ ε∆ ≈  
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Рис. 1.6. Потенциал переходной области ось-плоскость для плоскостного  

канала (111) кристалла германия для протонов с энергией 200 ГэВ, 6,1θ ε∆ ≈  
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ГЛАВА 2.   ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КАНАЛИРОВАННЫХ 

ЧАСТИЦ В ПРОСТРАНСТВЕ ПОПЕРЕЧНЫХ ЭНЕРГИЙ 

 

2.1 Уравнение Фоккера – Планка в пространстве поперечных энергий  

 

Движение быстрых заряженных частиц в кристаллах является стохасти-

ческим процессом, так как тепловые колебания атомов кристалла и квантовые 

флуктуации, которые испытывают атомные электроны, изменяют случайным 

образом значение поперечной силы, приводящей к малоугловому рассеянию. 

Преимущественное развитие теории эффекта каналирования происходило в 

рамках метода кинетических уравнений движения, описывающих эволюцию 

плотности потока каналированных частиц как в фазовом пространстве попе-

речных координат и скоростей, так и в пространстве поперечных энергий 

[59,60,61]. Ланжевеновский подход к теории каналирования был развит в рабо-

те [62,63]. Основным фактором, определяющим эволюцию потока каналиро-

ванных частиц, является многократное рассеяние на тепловых колебаниях и 

квантовых флуктуаций атомных ядер и электронов кристаллов. 

Кинетическое описание эффекта каналирования было впервые предложе-

но Линдхардом [6] с помощью уравнения движения диффузионного типа. Ю. В. 

Мартыненко предложил [64] использовать кинетическое уравнение Фоккера-

Планка в пространстве поперечных энергий для описания эффекта каналирова-

ния 

 [ ] [ ]2

2

( , ) ( , )1
2

A E t p B E t pp
t E E

⊥ ⊥

⊥ ⊥

∂ ⋅ ∂ ⋅∂
= − +

∂ ∂ ∂
. (2.1) 
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( , )p p E t⊥=   – функция распределения частиц на глубине; ( , )A E t⊥ – коэффици-

ент сноса  и ( , )B E t⊥  – коэффициент диффузии определяются следующим обра-

зом [65]  

0
( , ) lim

t

EA E t
t
⊥

⊥ →

∆
=

∆+
, 

( )2

0
( , ) lim

t

E
B E t

t
⊥

⊥ →

∆
=

∆+
. 

Поперечную энергию каналированных частиц, можно представить как 

 
2

( )
2
mxE U x⊥ = +
�

. (2.2) 

Найдем производную от поперечной энергии частицы 

( ) ( )( ) x
dE U x x U xmxx mx x x f
dt x t x

δ⊥ ∂ ∂ ∂
= + = + =

∂ ∂ ∂
��� �� � � . 

Вдоль регулярной траектории будет выполняться уравнение 

x
dE x f
dt

δ⊥ ≅ � , 

где ( )x x t=  – решение уравнения Ньютона в отсутствии флуктуаций 

( ) 0U xmx
x

∂
+ =

∂
�� . 

Тогда приращение E⊥  за малое время t∆  определяется следующим образом 

t t

x
t

E x f dtδ
+

⊥∆ = ∫
+
� . 

Используя это выражение, найдем коэффициенты ( , )A E t⊥  и ( , )B E t⊥  

0 0

1( , ) lim lim 0
t t

xt t
t

EA E t x f dt
t t

δ
+

⊥
⊥ → →

∆
= = =∫

+

+ +
�

+ +
, 

так как 0xfδ = . 
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( , )B E t⊥ получим используя коррелятор ( , ) ( , ) ( ) ( )x xf x t f x t D x t tδ δ δ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′= − , 

где ( )D x  – коэффициент диффузии заряженных частиц в поле атомной плоско-

сти 

( )2

0 0

2 2

0

1( , ) lim lim ( ) ( ) ( ) ( )

1lim ( ) ( ) ( ).

t t t t

x xt t
t t

t t

t
t

E
B E t x t dt f t f t x t dt

t t

D t x t dt x D x
t

δ δ
+ +

⊥
⊥ → →

+

→

′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= = =

′ ′ ′= =

∫ ∫

∫

+ +

+ +

+

+

+ � �
+ +

� �
+

 

Подставим полученные коэффициенты ( , )A E t⊥  и ( , )B E t⊥  в (2.1) и полу-

чим уравнение диффузии в пространстве поперечных энергий 

 
(1) 2 (1)

2

( , ) ( , )
2

f E t B f E t
t E
⊥ ⊥

⊥

∂ ∂
=

∂ ∂
, (2.3) 

где (1) ( , ) ( , )f E t p E t⊥ ⊥≡  – решение уравнения Фоккера-Планка в первом порядке 

теории возмущения. Функцию (1) ( , )f E t⊥  определим в параграфе 2.4. 

 
2

2 ( ) d EB x D x
dt
δ ⊥= ≡�  (2.4) 

 – коэффициент диффузии в пространстве поперечных энергий, вычисленный 

вдоль классической траектории, также описывает эволюцию среднего квадрата 

флуктуаций поперечной энергий, 2Eδ ⊥ – средний квадрат флуктуаций попереч-

ной энергии. Формула (2.4) впервые была отмечена в работе [24]. Решение ки-

нетического уравнения Фоккера-Планка в пространстве поперечных уравнений 

на небольших отрезках траектории в тонких кристаллах сводится к решению 

уравнения диффузии (2.3). 
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2.2 Уравнение эволюции среднего квадрата флуктуаций поперечной энер-

гии 

 

Известно, что решения линеаризованных стохастических и кинетических 

уравнений совпадают между собой. Такие решения описывают процесс канали-

рования в тонких кристаллах. Решение линеаризованного стохастического 

уравнения движения может быть записано в пространстве поперечных энергий. 

Используя ланжевеновский подход к описанию каналирования [62,63], 

получим уравнение эволюции среднего квадрата флуктуаций поперечной энер-

гии  (2.4). 

Поперечная энергия в любой момент времени (2.2) 

 
2

( )
2
mxE U x⊥ = +
�

.  

Флуктуация поперечной энергии 

 xE mx x U xδ δ δ⊥ = +� � .  

Найдем скорость изменения флуктуации поперечной энергии 

 xx x xx xE mx x mx x U x x U x mx x U x x x fδ δ δ δ δ δ δ δ⊥ = + + + = + =� �� � � � � �� �� � �� ,  

где x xxf m x U xδ δ δ= +�� , см (1.19). 

Скорость изменения среднего квадрата флуктуаций поперечной энергии, 

иначе уравнение эволюции среднего квадрата флуктуаций поперечной энергии, 

запишем как 

 ( )
2

2 2 22 2 2 ( )x x x x
d E E E mx x f U x x f mx x f x D x
dt
δ δ δ δ δ δ δ δ δ⊥

⊥ ⊥= = + = =� � � � �� � ,  

 
так как знаем, что корреляционные функции ( ) ( ) 0xx t f tδ δ = , 
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( )( ) ( )
2x
D xx t f t
m

δ δ =� . Таким образом, используя ланжевеновский подход к теории 

каналирования мы получили уже известное по параграфу 2.1 уравнение (2.4). 

 

 

2.3 Уравнение Фоккера-Планка в пространстве поперечных координат и 

скоростей 

 

Кинетическое уравнение Фоккера-Планка в фазовом пространстве попе-

речных координат и скоростей было впервые предложено для описания эффек-

та каналирования в работе Китагавы и Оцуки [51] 

 
2

2 2

( ) ( )
2

f f F x f D x fx
t x m x m x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

� �
. (2.5)  

Решение этого уравнения будем искать методом малого шума [28]. В ну-

левом приближении пренебрегаем многократным рассеянием, то есть полага-

ем 0D = , тогда уравнение Фоккера-Планка запишем 

(0) (0) (0)( ) 0f f F x fx
t x m x

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
�

�
. 

Мы получили уравнение Лиувилля. Решение его есть произведение двух 

дельта-функций Дирака: ( ) ( )(0) ( ) ( )f x x t x x tδ δ= − ⋅ − �� , где ( ) ( )x t d x t dt=� ,  

( )x t  – является решением уравнения Ньютона 

 
2

2

d x Um
dt x

∂
= −

∂
, (2.6) 

начальные условия к уравнению имеют вид: 0 ( 0)x x t= = ; 0 ( 0)x x t= =� � . 

Найдем вид уравнения Фоккера-Планка в первом порядке теории возму-

щений. Пусть x x εη= + , x x εη= +� �� ; ( ) /x xη ε= − , ( ) /x xη ε= − �� �  - флуктуации 
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поперечной координаты и скорости; здесь ε  - формальный параметр, вводимый 

с целью обозначения величин одного порядка малости. Обозна-

чим s t= , ( , , ) ( , , )P s f x x tη η ε=� � . Найдем производные, входящие в уравнение 

Фоккера-Планка 

 P P P P s x P x P P
t t t s t s

η η
η η ε η ε η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

� ���
� �

, 

1P P P
x x

η
η ε η

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
,    1P P P

x x
η

η ε η
∂ ∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂ ∂

�
� ��

, 

2 2

2 2 2

1P P
x ε η

∂ ∂
=

∂ ∂ ��
. 

Подставляем производные в уравнение Фоккера-Планка 

 
2

2
2 2

( ) ( )
2

P P F x P D x Px
t x m x m x

ε∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

� �
, 

приписав коэффициенту диффузии второй порядок малости по ε . После не-

сложных преобразований получим 

2
2

2 2 2

( ) 1 ( ) ( ) 1( )
2

P x P x F x P P F x P D x Px
s m m m

εη εηεη ε
ε η ε η ε η ε η ε η

∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ + ∂
− − + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

� � � �
� �

, 

 [ ] 2

2 2

( ) ( ) ( )
2

F x F xP P P D x P
s m m

εη εηη
η ε η η

+ −∂ ∂ ∂ + ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

�
. 

Разложим в ряд по степеням малого параметра ε  поперечную силу и коэффи-

циент диффузии 

 ( ) ( ) ( ) ...F x F x F xεη εη′+ ≈ + ⋅ + , 

 ( ) ( )xxF x U x′ = − , ( ) ( ) ...D x D xεη+ ≈ + . 

Сохраним в уравнении Фоккера-Планка члены одного порядка малости по ε  

 
2

2 2

( ) ( )
2

P P F x P D x P
s m m

η η
η η η

′∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

� �
. 
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Таким образом, в первом порядке теории возмущения уравнение Фоккера-

Планка имеет вид 

 
(1) (1) (1) 2 (1)

2 2

[ ( )] [ ( )]
2

xxf f U x t f D x t f
t m m

η η
η η η

∂ ∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂ ∂ ∂
�

� �
, 

где ;x x x xη η= − = − �� �  - флуктуации поперечной координаты и скорости, а ко-

эффициенты диффузии ( ( ))D x t  и сноса ( ( ))F x t  являются функциями решения 

уравнения Ньютона. В нулевом приближении теории возмущения уравнение 

Фоккера-Планка описывает гладкую траекторию, а в первом приближении – 

флуктуации относительно гладкой траектории. Решением уравнения Фоккера-

Планка в первом порядке теории возмущения в фазовом пространстве попереч-

ных координат и скоростей является свертка функций распределений (0)f , (1)f  

 (1) (1)( , , ) ( ) ( ) ( , , )f x x t x x x x f t d dδ η δ η η η η η= − − − −∫∫ � � � �� . (2.7) 

Непосредственной подстановкой можно показать, что решением уравне-

ния (2.5) является следующая функция распределения флуктуаций поперечной 

координаты и скорости 

( )22 2 2
(1)

2

( ) 21( , , ) exp
2 2

x x x x
f t

η δ η δ ηη δ δ
η η

π

⎡ ⎤+ − ⋅ ⋅⎢ ⎥= ⋅ −
∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

� �� �
� , 

где 2 2 2 2( ) ( ) ( )x x x xδ δ δ δ∆ = ⋅ − ⋅� � , (1) ( , , 0) ( ) ( )f tη η δ η δ η= = ⋅� � , если вторые момен-

ты удовлетворяют системе уравнений (1.28) 

2

2 2

2
2

2

1

2 ( )

xx

xx

d x x x
dt
d x x x U x
dt m
d D xx U x x
dt m m

δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ

⎧ =⎪
⎪
⎪ = −⎨
⎪
⎪ = − +⎪⎩

�

� �

� �
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2.4 Функция распределения частиц в пространстве поперечных энергий 

 

Применение метода компьютерного моделирования в фазовом простран-

стве поперечных координат и скоростей для частиц с большой энергией за-

труднительна, так как время расчета достаточно велико. Перспективным явля-

ется использование кристаллов с большим атомным номером Z, но расчет в та-

ких кристаллах приведет к еще большим затратам компьютерного времени. Как 

уже отмечалось, для сокращения машинного времени счета описание процесса 

каналирования производят не в фазовом пространстве поперечных координат и 

скоростей, а в фазовом пространстве поперечных энергий.  

Найдем решение уравнения Фоккера-Планка в пространстве поперечных 

энергий в первом порядке теории возмущения, это будет функция распределе-

ния, построенная с помощью (2.7) 

 (1) 2 (1)( , ) / 2 ( ) ( , , )f E t E mx U x f x x t dxdxδ⊥ ⊥⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∫∫ � � � . (2.8) 

Перепишем (2.8) 

(1) (1) 2( , ) ( , , ) / 2 ( ) ( ) ( )f E t f t d d E mx U x x x x x dxdxη η η η δ δ η δ η⊥ ⊥⎡ ⎤= − − − − − −⎣ ⎦∫ ∫ �� � �� � � , 

 
2

(1) (1)( )( , ) ( ) ( , , )
2

m xf E t E U x f t d dηδ η η η η η⊥ ⊥

⎡ ⎤+
= − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫∫

� � � � . (2.9) 

Используя следующее выражение 

0

2( ) ( )( ) ( ) )
2

r
x

m xE U x E E mx U x
mx

η δ η ηδ η δ η η⊥ ⊥ ⊥

⎡ ⎤+ −⎡ ⎤− − + ≈ − − − =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

� � � �� � � , 

где 0 ( ) ( )x x
r
E E U x E U x

mx mx
η δ ηη ⊥ ⊥ ⊥− + +

= =� � � , 

проинтегрируем (2.9) 
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(1)

2
2

2 2
2 2 2

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

1( , )
2

1 ( ( ) 1exp ( ) 2
2 2

2exp
2

x

x x x

df E t
mx

x E U x dE U x x x
m x mx mx

U x U x x U E x E x xx
m x mx m x mx

η
π

δ δ η ηδ η δ η ηδ δ
π

η δ δ δ η δ δ δ δ δδ

∞

⊥
−∞

∞
⊥

⊥
−∞

⊥ ⊥

= ⋅
∆

⎡ ⎤⎛ ⎞ +⎢ ⎥⋅ − + + − = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∆ ∆⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ − + − − − −⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ∆⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

−

∫

∫

�

� �� � �

� ��� � � �

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
4 4 2

2 2

2 2 2 2 2

1 1 2
2 2 2

1 1 ( )exp
2 2 2

2 ( 2

x x

x

x x

x x

E x m x
m x mx U x m x x U x xmx

E x U E x mx E x x
m x U x U x xm x x

m x mx

U x m x x U mx

δ δ π
π δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δδ

π δ δ δ

⊥

⊥ ⊥ ⊥

⎤ ∆
= ⋅ ⋅⎥

∆ ∆ + +⎥⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⋅ − + =⎢ ⎥∆ ∆ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= + +

�
� � �� � �

� �
� �� �� �

� ��( )
( )

( )

( )

1/ 2

2 2 2 1/ 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

2
2 2

)

( )exp 2 ( )
2 2

2
exp

2 ( )

x
x

x x

x x

x

x

x x

E U x mx x xx U x mx x
m x U x m x x mx x xU

U x m x x x mxU x x xE
m x U x mx x

U x

δ

δ δ δ δδ π δ δ
δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δδ
δ δ

δ

−

−
⊥

⊥

⋅

⎡ ⎤⎛ ⎞+
⋅ − − = + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∆ + +⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ + ⋅ −⎡ ⎜⋅ − −⎢ ⎜∆ +⎣ ⎜
⎝

+
−

�

� �� � �� � �� �

� �� �
� � �

( )22 2 2

2

2
.

( )

x

x

mxU x x x m x x x

U x mx x

δ δ δ δ δ

δ δ

⎤⎞− ⎥⎟
⎥⎟+ ⎟⎥⎠⎦

� �� �

� �

После сокращения слагаемых в экспоненте и используя определение 

2 2 2 2( ) ( ) ( )x x x xδ δ δ δ∆ = ⋅ − ⋅� � , а также вводя обозначение среднего квадрата 

флуктуаций поперечной энергии 

 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 ( )x x xE U x mx x U x x m x x U x mx x xδ δ δ δ δ δ δ⊥ = + = + +� �� � � � , (2.10) 

получим функцию распределения флуктуаций поперечной энергии 

( ) 1/ 2
(1) 2 2 2( , ) 2 exp / 2f E t E E Eπδ δ δ

−

⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⎡ ⎤= −⎣ ⎦ , 
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которую также можем записать в следующем виде 

 ( )1/ 2
(1) 2 2 2

0( , ) 2 exp ( ) / 2f E t E E E Eπδ δ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ . (2.11) 

Можно показать, что с учетом уравнения движения по классической тра-

ектории (2.6) и системы уравнений (1.28) производная 2Eδ ⊥  (2.10) будет равна 

 
2

2 ( )d E x D x
dt
δ ⊥ = � . (2.12) 

Полученная функция распределения (2.11) является решением уравнения 

Фоккера-Планка в пространстве поперечных энергий в первом порядке теории 

возмущений. Непосредственной подстановкой (1) ( , )f E t⊥  в уравнение Фоккера-

Планка можно показать, что для 2Eδ ⊥  будут выполняться уравнения (2.3), (2.4). 

Распределение частиц в канале по поперечным энергиям можно постро-

ить следующим образом 

(1)( , ) ( , )F E t f E t⊥ ⊥=∑ . 

На рис. 2.1. представлено распределение протонов с энергией 6 ГэВ в 

плоскостном (110) канале кристалла германия на глубине 2,2 мкм в случае 50 и 

150 частиц. Начальное распределение частиц задавалось равномерным в преде-

лах плоскостного канала. Угол влета частиц 3,79 мрад. 
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Рис. 2.1. Распределение по поперечным энергиям протонов с энергией 6 ГэВ 

 в плоскостном (110) канале кристалла германия на глубине 2,2 мкм. Осцилли-

рующий график учитывает вклады от 50 частиц, гладкий – от 150 частиц 

 

 

2.5 Исследование уравнения эволюции среднего квадрата флуктуаций по-

перечной энергии 

В разных параграфах данной главы мы разными подходами показали, что 

при решении уравнения Фоккера-Планка в пространстве поперечных энергий 

важным является уравнение эволюции среднего квадрата флуктуаций попереч-

ной энергии частицы, которое также определяет коэффициент диффузии в 

диффузионном уравнении (2.3) 

2
2 ( )d E x D x

dt
δ ⊥ = � . 
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На рис. 2.2 изображены траектории и поперечные скорости двух частиц в 

режиме каналирования и надбарьерного движения для протонов и антипрото-

нов с энергией 6 ГэВ в плоскостном (110) канале  кристалла германия. Также на 

рисунке показана динамика изменения среднего квадрата флуктуаций попереч-

ной энергии 2Eδ ⊥  для данных частиц. Видно, что скорость возрастания среднего 

квадрата флуктуаций поперечной энергии каналированных протонов равна ну-

лю в точках поворота траектории, которые расположены максимально близко к 

атомным плоскостям на глубине проникновения 2 мкм, 6 мкм и 10 мкм. Таким 

образом, деканалирование быстрых протонов будет подавлено, так как проис-

ходит уменьшение приращения 2Eδ ⊥  за счет многократного рассеяния на ядрах 

атомов кристалла. Для антипротонов уменьшение деканалирования будет не-

значительным, так как уменьшение приращения 2Eδ ⊥  за счет многократного 

рассеяния антипротонов на ядрах атомов кристалла достигается только при их 

движении в центральной части плоскостного канала. 
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Рис. 2.2. Траектории и поперечные скорости двух частиц в режиме каналирова-

ния (I) и надбарьерного (II) движения для протонов (слева) и антипротонов 

(справа) с энергией 6 ГэВ в плоскостном (110) канале кристалла германия и со-

ответствующая им динамика изменения 2Eδ ⊥  
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ГЛАВА 3.   КОМПЬЮТЕРНАЯ ПРОГРАММА РАСЧЕТА ТРАЕКТОРИЙ 

КАНАЛИРОВАННЫХ ЧАСТИЦ 

 

3.1 Компьютерное моделирование и компьютерная программа STE 

 

Чтобы получить решение по всей длине некоторого кристалла, поступают 

следующим образом. Кристалл разбивается на стопку тонких кристаллов. При 

этом нелинейное стохастическое уравнение движения может быть линеаризо-

вано в каждом из тонких кристаллов. С помощью линеаризованного стохасти-

ческое уравнение движения учитывается влияние динамики изменения средних 

значений динамических величин на эволюцию флуктуаций относительно этих 

средних. Обратное влияние флуктуаций на динамику изменения средних значе-

ний динамических величин учитывается с помощью свертки функции распре-

деления при переходе от одного тонкого кристалла к другому.  

В методе компьютерного моделирования траекторий это означает, что 

при переходе от одного тонкого кристалла к другому значения поперечной ко-

ординаты и скорости разыгрываются с помощью функции распределения флук-

туаций поперечной координаты и скорости относительно своих средних значе-

ний. Система уравнений для моментов функции распределения строятся с по-

мощью системы линеаризованных стохастических уравнений. При переходе от 

одного тонкого кристалла к другому следует переопределять не только значе-

ния поперечной координаты и скорости, но и полную энергию частиц. Очевид-

но, что более предпочтительным является развитие метода компьютерного мо-

делирования траекторий каналированных частиц в пространстве поперечных 

энергий. 
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Решение линеаризованного стохастического уравнения движения может 

быть записано в пространстве поперечных энергий. Предлагаемый в работе ме-

тод учёта многократного рассеяния при компьютерном моделировании траек-

торий каналированных частиц в плоскостных каналах кристалла основан на 

уравнении эволюции среднего квадрата флуктуации поперечной энергии. Так 

средний квадрат флуктуаций поперечной энергии, рассчитываемый вдоль каж-

дой траектории, выступает основной характеристикой процесса рассеяния ка-

налированных ионов на флуктуациях потенциала атомной плоскости. 

Была создана компьютерная программа, имеющая название STE (от the 

Space of Transversal Energy), так как моделирование траекторий каналирован-

ных частиц производится в пространстве поперечных энергий. Программа STE 

основана на решении системы уравнений (2.4) и (1.18), описывающих движение 

частиц в каждом тонком кристалле 

 
2

2 ( )

Umx
x

d E x D x
dt
δ ⊥

∂⎧ = −⎪ ∂⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

��

�
 (3.1) 

где ( )U x , в зависимости от задачи моделирования это, потенциал плоскостного 

канала (1.10) или потенциал переходной области ось-плоскость (1.39); ( )D x – 

коэффициент диффузии, см. (1.29). Здесь и далее в данном разделе под x  будем 

понимать x x≡ . 

Многократное рассеяние определяется с помощью розыгрыша значений 

поперечной скорости (угла) частицы. Условиями розыгрыша являются условия 

малости флуктуаций, то есть розыгрыш производится при превышении порого-

вого значения среднего квадрата флуктуации поперечной энергии 2
maxEδ ⊥ . Ро-

зыгрыш запрещается, если после предыдущего розыгрыша пройдено расстоя-
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ние, меньшее Tmin, которое определяется минимальным количеством столкно-

вений частицы с атомами кристалла, после которого возможно рассеяние. В 

расчётах Tmin бралось порядка длины одного шага решения, но большим 60 Å, 

а ( )22
maxmax 0,05E Vδ ⊥ = ⋅ . 

Переопределение значений поперечной скорости производится случай-

ным образом 

 1 1
1

2 ( )i i
i i i i

E U x
x x x x x

m
⊥ + +

+

−
= ± ∆ = ± −� � � � � , (3.2) 

где 1iE⊥ +  – новое значение поперечной энергии иона, полученное из распреде-

ления Гаусса, в котором старое значение поперечной энергии iE⊥  играет роль 

среднего, 2
iEδ ⊥ – среднеквадратичного отклонения. 

В рамках программы STE система (2.7) решается численно используя 

схему Рунге-Кутты четвертого порядка точности. Использование схемы Рунге-

Кутты для системы уравнений достаточно традиционно при расчетах на ЭВМ. 

Программа расчета траекторий каналированных ионов STE была написана на 

объектно-ориентированном языке программирования Object Pascal в программ-

ной среде Borland Delphi 7. 

Произведем обезразмеривание уравнений и параметров входящих в сис-

тему. Обезразмеривание состоит в приведении параметров движения к посто-

янной решетки кристалла d . Введем безразмерную глубину 1 /T T d=  на кото-

рую проникает частица за время t , где 1T ε τ= ⋅ , tτ υ= ⋅ , 2 2
max /V mε υ=  см. раз-

дел 1.5, / 2Lε = Ψ , где 2
max2 /L V mυΨ =  см. [17]. Тогда /T t dε υ= ⋅ ⋅ . Обез-

размерим поперечную координату /X x d= , а также /dσ σ′ =  – средняя ампли-
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туда тепловых колебаний атомов кристалла и /a a d′ =  – радиус экранирования 

Томаса-Ферми. Обезразмерим поперечную скорость 

 1

1 1

( )
( )

dx dx dT dx d X d dXv
dt dT dt dT d T d dT

ευ ευ ευ⋅
= = = = =

⋅
. 

Найдем вторую производную по x  

 
2 2 2 2

2 2

d x d X
dt d dT

ε υ
= ,  

используя выражение 2 2
max /V mε υ=  перепишем уравнение движения – первое 

уравнение системы (2.7) 

 
2 2 2

2

m d X U
d dT x
ε υ ∂

= −
∂

,  

 
2

2
max

1d X U
dT V X

∂
= −

∂
.  

Обезразмерим второе уравнение системы (2.7), запишем левую часть 

 
2 2 2 2

1

1 1

d E d E dT d E d E
dt dT dt dT d dT
δ δ δ ευ δευ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = =   

далее запишем правую часть 

 ( )
2

2( ) ( )dXx D x D X
dT

ευ ⎛ ⎞⋅ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

� . 

Объединим левую и правую часть 

 ( )
22

2 ( )d E dX D X
d dT dT
ευ δ ευ⊥ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  

 
22

( )d E dXd D X
dT dT
δ ευ⊥ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Тогда после процедуры обезразмеривания систему (3.1) запишем в виде 
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2

2
max

22

1

( )

d X U
dT V X

d E dXd D X
dT dT
δ ευ⊥

⎧ ∂
= −⎪ ∂⎪

⎨
⎛ ⎞⎪ = ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 (3.3) 

Таким же образом обезразмерим выражение (3.2), по которому в про-

грамме переопределяется поперечная скорость 

1 1
1

max

2 ( )i i
i i i i

E U x
x x x x x

V
⊥ + +

+

−
= ± ∆ = ± −� � � � � . 

Обезразмерим непрерывный плоскостной потенциал ( )U x  (1.10) 

 
8

2 2
3

1

1( ) ( ) exp( / 2) cos 2
x

x x x j
n j x

dU x V g g n X x
d a

σ π
=

⎡ ⎤⎛ ⎞
′= ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∑  (3.4) 

и в случае переходной области ось-плоскость 

 

8
2 2

3
1

2 2

1( , ) ( )exp / 2 cos 2

( )exp / 2 cos 2 /

x

sp x x x j
n j x

kl kl x j kl j j
x y z

dU X T V g g n X x
d a

d d dV g g n X x T k y l z
a a a

σ π

σ π φ ε

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
′⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞

′⎡ ⎤+ − − + − ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑
 (3.5) 

Запишем также после процедуры обезразмеривания ( )nucl xρ  плотность 

распределения ядер в плоскостном канале см. (1.31), входящую в ядерный ко-

эффициент диффузии ( )nD x  

 
2 28

3
1

1( ) exp cos 2
2

x

x
nucl x j

n j x

g dX n X x
d a

σρ π
=

⎡ ⎤⎛ ⎞′⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∑  (3.6) 

и ( )el xρ  плотность распределения электронов в плоскостном канале см. (1.33), 

входящую в электронный коэффициент диффузии ( )elD x  

 
2 28

2
3

1

1( ) ( )exp cos 2
2

x

x
el x x j

n j x

g dx F g n X x
d a

σρ π
=

⎡ ⎤⎛ ⎞′⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∑  (3.7) 
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Таким образом введением безразмерных переменных вместо динамиче-

ских переменных, входящих в дифференциальные уравнения движения обеспе-

чивалась точность численного расчёта в программе STE. Эта процедура прово-

дилось таким образом, чтобы характерные интервалы изменения динамических 

переменных были порядка единицы. Кроме того, число членов разложения в 

ряд Фурье для потенциала и коэффициента диффузии подбиралось таким обра-

зом, чтобы вид указанных функций, а также первой и второй производных по-

тенциала не зависели от данного числа. И длина шага решения выбиралась так, 

чтобы для частицы выполнялся закон сохранения энергии в отсутствии много-

кратного рассеяния. 

 

3.2 Основные модули и возможности программы STE 

 

На данный момент с помощью программы (модели) STE можно модели-

ровать процессы возникающие при прохождении заряженных частиц сквозь 

кристалл. Частицы могут быть как положительно так и отрицательно заряжен-

ные (протоны, антипротоны). Программа позволяет вести расчет для трех пло-

скостных каналов (100), (110), (111) и рассматривать потенциал изолированно-

го атома и электронную плотность в случае аппроксимаций Мольер и Дойля-

Тернера. Среди наиболее важных результатов, которые можно получить с по-

мощью программы STE, это: траектории в фазовом пространстве, плотность 

распределения в канале по поперечной энергии, спектры потерь энергии, выхо-

ды частиц. Программой предусмотрены возможности счета для кристаллов 

большой толщины и автоматическим сохранением насчитанных данных. Про-

грамма STE имеет широкие возможности по варьированию начальных пара-

метров и подстройки программы под конкретный обсчитываемый эксперимент. 
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Программа написана на языке Object Pascal в программной среде Borland 

Delphi 7. Программа состоит из следующих основных модулей (блоков), см. 

Таблицу 3.1: 

 

№ п/п Название Описание

1 STEtraject Главный модуль

2 STEaddTrj Модуль добавления траекторий 

3 STEoptions Модуль основных параметров 

4 OurPlotting Модуль построения графиков 

5 Constants Модуль определения постоянных величин

6 Solver Модуль расчета траекторий частиц

Таблица 3.1. Основные модули программы STE 

 

В главном модуле (рис.1) пользователю предлагается определить кри-

сталл кремния или германия, плоскостное направление, задать заряд частицы 

1Z , ее энергию E  и атомную массу 1M . Также здесь задаются основные пара-

метры расчета траекторий, среди которых количество членов разложения xn  в 

ряд Фурье для потенциала и коэффициента диффузии, толщина рассматривае-

мого кристалла, задается количество узлов для решаемых уравнений. Также 

имеется возможность задавать значения θ∆ , k  и l  при использовании потен-

циала переходной области ось-плоскость. На главное окно выводится значе-

ниеε , которое вычисляется следующим образом 

max
2 2

1 0 1 0/(1 / )
V

E M m c M m c E
ε =

+ +
, 

где 2
0 931,5m c =  МэВ, [ ]1 . . .M а е м=  
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Рис. 3.1. Главное окно программы STE 

 

В модуле определения постоянных величин определяются потенциал 

кристалла и коэффициенты диффузии. Также определяются переменные ис-

пользуемые в других модулях. 

В модуле добавления траекторий для расчета (рис. 3.2) задаются количе-

ство частиц, диапазон точек и углов влёта частиц, а также задается начальное 

распределение по углам влёта по нормальному закону или равномерное рас-

пределение. 

В модуле основных параметров (рис. 3.3) задаются условия применения 

многократного рассеяния, параметры minT  и порог значений среднего квадрата 

флуктуаций 2Eδ ⊥  при превышении которого переопределяется поперечная ко-

ордината частицы. Задаются также аппроксимации потенциала отдельного ато-

ма в приближении Мольер или Дойля-Тернера, условия применения моделей 

деканалирования, параметры автоматического расчета и сохранения данных. 
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Рис. 3.2. Модуль добавления траекторий к расчету 

 

 

Рис. 3.3. Модуль основных параметров 

 

В модуле расчёта траекторий реализован процесс пошагового расчёта 

значений параметров движения частицы. Среди основных это поперечная коор-
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динаты и угол частицы, а также значения среднего квадрата флуктуаций попе-

речной энергии. 

В модуле построения траекторий частиц (рис. 3.4, рис. 3.5) можно стро-

ить 20 различных графиков, которые разбиты на 4 основные группы: кристалл, 

траектории, распределения и потери энергии.  

 

Рис. 3.4. Модуль построения траекторий частиц 

 

В группу кристалл объединены следующие графики: потенциал кристал-

ла, первая и вторая производные от потенциала кристалла, коэффициент диф-

фузии, плотность распределения ядер ( )nucl xρ  и  плотность распределения элек-

тронов ( )el xρ  в плоскостном канале. В группу траектории: траектории частиц, 

траектории частиц в фазовом пространстве поперечных координат и скоростей. 
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В группу распределения входят: плотность распределения частиц в канале по 

поперечной энергии, средний квадрат флуктуаций поперечной энергии частиц, 

гистограммы распределения частиц по поперечной координате и скорости. В 

группу потери энергии: графики изменения потерь энергии и полной энергии 

частицы от глубины, число частиц по потерям энергии и график выхода частиц. 

Многие из перечисленных графиков можно строить для конкретной задаваемой 

глубины. Графики можно приближать, вращать (для трехмерных), распечаты-

вать, копировать в буфер обмена данных, и сохранять в виде графического 

файла или файла данных по точкам. Предлагаются широкие возможности по 

настройке параметров отображения перечисленных графиков.  

 

 

Рис. 3.5. Модуль построения траекторий частиц 
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3.3 Дополнительные модули программы STE 

 

Описание дополнительных модулей (блоков) представлено в виде табли-

цы 3.2. 

 

№ п/п Название Описание

1 AboutFiles 
Информация о загруженном файле с дан-

ными 

2 AboutProgram Информация о программе 

3 AdvOptToOurPlot 
Дополнительные опции к модулю графики

(рис. 3.6) 

4 DialogToSave Диалог сохранения данных в файл

5 Limit 

Установка ограничений на вывод траекто-

рий по перечной координате или скорости 

(рис. 3.7) 

6 ModelDechan 

Выбор модели деканалирования, по рас-

стоянию наибольшего сближения или по 

потерям энергии 

7 SpecialLoadFails 
Специальная загрузка больших по объему 

данных файлов 

8 ThreePointBending 
Характерные параметры для трехточечного

изгиба кристалла 

9 ValueLog 
Численные значения потенциала и коэффи-

циентов диффузии 

10 NormalDistribution 
Модуль установки Гауссового распределе-

ния 

11 Plotting Модуль расчета потерь энергии

Таблица 3.2. Дополнительные модули программы STE 
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Рис. 3.6. Модуль дополнительных опций к модулю графики 

 

 

Рис. 3.7. Модуль установки ограничений на вывод траекторий частиц 
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3.4 Модели деканалирования в программе STE 

 

В программе STE реализовано 2 модели деканалирования: 

1. По расстоянию наибольшего сближения [62,63].  

Модель реализована впервые. С помощью уравнения (1.19) можно произ-

вести линейный анализ устойчивости движения каналированных частиц в окре-

стности классической траектории 

 ( ) ( )xx xm x U x x f xδ δ δ+ =�� . (3.8) 

Коэффициент ( )xxU x  на небольших временных отрезках допустимо рас-

сматривать как не зависящую от времени величину. Решение уравнения будем 

искать в следующем виде 

exp( )x A ptδ = ⋅ . 

Тогда получим характеристическое уравнение 

 2
0( ) 0xxmp U x+ = . (3.9) 

Легко видеть, что в зависимости от знака 0( )xxU x  реализуются либо ус-

тойчивые, либо неустойчивые решения уравнения (3.8). Точка перегиба графи-

ка функции потенциальной энергии находится из уравнения ( ) 0xx cU x = . Точка 

cx  определяет положение максимума напряженности электрического поля 

атомной плоскости и разделяет области стохастически устойчивого и неустой-

чивого движения каналированных частиц. По порядку величины cx  совпадает 

со значением расстояния наибольшего сближения каналированных положи-

тельно заряженных частиц с атомной плоскостью. Таким образом, имеет место 

катастрофическое влияние знака заряда на характер движения быстрых заря-

женных частиц в плоскостных каналах кристалла. Найдем, решение системы 
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(1.28) для каналированных частиц в случае, когда коэффициенты уравнения 

(1.28) остаются постоянными величинами вдоль траектории частицы 

[ ] 0( ) ( )xx xxU x t U x� ;  [ ] 0( ) ( )D x t D x� . 

Закон изменения со временем среднего квадрата флуктуаций поперечной 

скорости имеет вид 

( ) ( )2 2
0( ) / 1 (2 ) / 2x D x t m sh pt ptδ = ⋅ +� , 

где [ ](2 ) exp(2 ) exp( 2 ) / 2sh pt pt pt= − − ; ( )1/ 2
0( ) /xxp U x m= −  – корень характери-

стического уравнения (3.9). 

Экспоненциальный рост среднего квадрата флуктуаций поперечной ско-

рости наблюдается для тех участков траектории каналированных частиц, для 

которых 

 [ ]0 0xxU x < . (3.10) 

На рис. 3.8 изображена вторая производная от непрерывного потенциала 

( )xxU x  положительно заряженной частицы, видно, что области, при которых 

выполняется (3.10) расположены вблизи атомных плоскостей, что по смыслу и 

понятно. Неравенство (3.10) определяет область стохастической неустойчиво-

сти поперечного движения каналированных частиц, так как величина среднего 

квадрата флуктуаций является мерой разбегания траекторий, в данной области 

частица деканалирует.  

В случае каналирования отрицательно заряженных частиц условие (3.10) 

меняет знак 

[ ]0 0xxU x > . 

2. Модель по потерям энергии. Отбор каналированных частиц выполня-

ется по потерям энергии. Рассчитываются потери энергии, для чего кристалл 
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разбивается на одинаковые слои, для каждой частицы рассчитывается разница  

энергии в начале и конце каждого слоя и делится на длину слоя. Если частица 

имеет потери энергии меньшие порогового значения, то она считается канали-

рованной. Пороговое значение потерь энергии принимается равным 0,95 от по-

терь энергии частиц в разориентированном кристалле, так как не учитывался 

разброс потерь энергии. Пример графиков потерь энергии можно увидеть в па-

раграфе 4.1 (рис. 4.3 и рис. 4.5) 

В модели по потерям энергии выход строится как зависимость числа де-

каналированных частиц от глубины проникновения с заданным разрешением 

по глубине, которое не может быть меньше толщины подслоя 

 

Рис. 3.8. Вторая производная от непрерывного потенциала ( )xxU x  
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ГЛАВА 4.   КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КАНАЛИРОВАНИЯ 

ЧАСТИЦ 

 

В данной главе приводятся расчеты по компьютерной программе STE, 

напомним основные положения, используемые при расчете в математической 

модели. Ядерный коэффициент диффузии вычислялся в приближении Китага-

вы-Оцуки [51], см. (1.30), а электронный коэффициент диффузии вычислялся в 

приближении локальной электронной плотности [6], см (1.32). Непрерывный 

потенциал и коэффициент диффузии были разложены в периодический ряд Фу-

рье с учетом структурного фактора. Фурье-компоненты потенциала атома и 

электронной плотности брались в приближении Мольер, см. (1.4) и (1.34). По-

тери энергии каналированных частиц вычислялись вдоль каждой траектории с 

помощью формулы Бете-Блоха с учетом правила равнораспределения Линд-

харда [6], эффекта плотности и релятивистских поправок в кулоновском лога-

рифме, см (1.61).  

Отбор каналированных частиц выполняется в разных случаях по различ-

ным моделям деканалирования.  

 

 

4.1 Сравнение результатов расчетов по программе STE с другими про-

граммами 

 

В работах [45,46] были проведены совместные компьютерные расчеты по 

программе STE, и по программам [72], в которых моделирование происходило 

в фазовом пространстве поперечных координат и скоростей, PST и SM. В про-

грамме PST за основу берется решение системы уравнений, описывающих эво-
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люцию средних квадратов флуктуаций поперечной координаты и скорости. В 

программе SM многократное рассеяние учитывается в рамках стандартной мо-

дели, согласно которой скорость приращения среднего квадрата угла много-

кратного рассеяния на единице длины пути пропорциональна плотности рас-

пределения атомных электронов и ядер в той точке пространства, где находится 

каналированная частица. Практически компьютерная программа SM отличается 

от PST тем, что в решаемой системе уравнений вторая производная от непре-

рывного потенциала положена равной нулю. 

В работе [31] сообщалось о значительном уменьшении числа деканалиро-

ванных протонов из осевых и плоскостных каналов кристаллов кремния и гер-

мания в диапазоне энергии от 2 до 15 ГэВ. На рис. 4.1 и рис. 4.2 представлены 

графики относительного выхода протонов с энергией 15 и 250 ГэВ в плоскост-

ном (100) канале кристалла германия из работы [46]. Результаты были получе-

ны для пучка из 301 протона. Начальные точки влета были равномерно распре-

делены в пределах плоскостного канала, угол влет был равен нулю, расходи-

мость пучка не учитывалась. Расстояние minT =0,02 мкм для протонов с энергией 

15 ГэВ и minT =0,06 мкм – с энергией 250 ГэВ. Из представленных графиков 

видно, что относительные выходы, полученные по программам STE и PST сов-

падают между собой. Деканалирование релятивистских протонов оказывается 

незначительным, в то время как расчет по программе SM демонстрирует значи-

тельный рост числа деканалированных протонов, что не наблюдалось в экспе-

рименте [31]. 

В работе [45] были получены результаты по выходам ионов гелия в пло-

скостном канале (110) кристалла кремния с энергией 14 МэВ и 14 ГэВ. В работе 

брался пучок частиц из 301 иона гелия. Начальное распределение частиц по по-

перечной координате было равномерным в пределах двух плоскостных кана-
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лов, угол влета брался равным нулю, расходимость пучка не учитывалась. Рас-

стояние minT =10 нм для ионов с энергией 14 МэВ и minT =20 нм – с энергией 14 

ГэВ. Для отбора каналированных частиц использовалась модель деканалирова-

ния по потерям энергии. Пороговое значение потерь энергии в данном случае 

определялось с помощью компьютерной программы SRIM [15] (программа для 

расчета длин пробега и потерь энергии частиц в веществе). На рис. 4.3 и рис.4.5 

представлены графики расчета средней скорости потерь энергии ионов гелия с 

энергией 14 МэВ, с разрешением по энергии 1 КэВ/мкм и 14 ГэВ, с разрешени-

ем по энергии 0,03 КэВ/мкм. На данных графиках можно выделить два пика: 

левый связанный с каналированными частицами и правый связанный с декана-

лированными частицами.  На рис. 4.4 представлены графики выхода ионов ге-

лия с энергий 14 МэВ, в целом наблюдается согласие расчетов по трем про-

граммам (рис. 4.4). При энергии ионов 14 ГэВ график выхода (рис. 4.6) по про-

грамме SM проходит выше, чем по STE и PST, по которым наблюдается значи-

тельное уменьшение числа деканалированных релятивистских ионов гелия, что 

хорошо согласуется с результатами экспериментальной работы [31]. 

Таким образом, в широком диапазоне энергий наблюдается согласие ме-

жду двумя независимыми программами STE и PST, поскольку функции распре-

деления частиц в тонком кристалле в пространстве поперечных энергий и про-

странстве поперечных координат и скоростей связаны между собой. Данный 

факт позволяет говорить о достоверности и обоснованности получаемых по 

программе STE результатов. 
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Рис. 4.1. Графики относительного выхода релятивистских протонов с энергией 

15 ГэВ, деканилированных из (100) плоскостного канала кристалла германия  

 

 

Рис. 4.2. Графики относительного выхода релятивистских протонов с энергией 

250 ГэВ, деканилированных из (100) плоскостного канала кристалла германия 
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Рис. 4.3. Графики средней скорости потерь энергии ионами гелия  

с энергией 14 МэВ 

 

 

Рис. 4.4. Графики выхода ионов гелия с энергией 14 МэВ 
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Рис. 4.5. Графики средней скорости потерь энергии ионами гелия  

с энергией 14 ГэВ 

 

 

Рис. 4.6. Графики выхода ионов гелия с энергией 14 ГэВ 
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4.2 Потери энергии ионов свинца в кристалле кремния 

 

Большой интерес представляют ориентационные эффекты в тонких кри-

сталлах для релятивистских ионов. В толстых кристаллах применяют метод 

компьютерного моделирования траекторий каналированных частиц. Вызывают 

интерес работы связанные с высокоэнергетическими высокоинтенсивными 

пучками адронов (http://care-hhh.web.cern.ch), были выполнены эксперименты 

по прохождению [73], по повороту ионов свинца [74], а также планируются но-

вые. Было проведено компьютерное моделирование потерь энергии релятиви-

стских ионов свинца в (111) и (110) плоскостных каналах кристалла кремния. 

Представленные результаты были получены для пучка из 1000 ионов 

свинца с атомной массой 207.5 а.е.м. и энергией 33.2 ТэВ при каналировании в 

0.3 мм кристалле. Пучок ионов имел угловую расходимость в соответствии с 

гауссовым распределением и равномерно падал на кристалл в пределах 4 пло-

скостных каналов. 

На рис. 4.7 изображены потери энергии в плоскости (111) с начальной 

расходимостью 50 мкрад для 5-и случаев: экспериментальная кривая [73, с.4] 

(кривая 1), по программе PST (кривая 4), по программе STE (кривая 5), по про-

грамме SM (кривая 3) и без учета многократного рассеяния (кривая 2). Стоит 

отметить, что исследование потерь энергии в плоскости (110) приводит к ре-

зультатам подобным для плоскости (111), а именно к тому, что учет влияния 

многократного рассеяния не дает никакого эффекта. 

На рис. 4.8 изображены потери энергии в плоскости (111) для 3-х случа-

ев: экспериментальная кривая с расходимостью 50 мкрад [73, с.4] (кривая 1),  

без учета многократного рассеяния с расходимостью 50 мкрад (кривая 2) и  без 

учета многократного рассеяния с расходимостью 25 мкрад (кривая 3). 
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Рис. 4.7. Потери энергии в плоскости (111) с начальной расходимостью  

50 мкрад. Экспериментальная кривая – кривая 1, расчет по программам STE  

кривая 5, PST – кривая 4, SM – кривая 3, без учета многократного рассеяния – 

кривая 2 

 

Рис. 4.8. Потери энергии в плоскости (111), с различной расходимостью. Экс-

периментальная кривая с расходимостью 50 мкрад – кривая 1, без учета много-

кратного рассеяния с расходимостью 50 мкрад – кривая 2, без учета многократ-

ного рассеяния с расходимостью 25 мкрад – кривая 3 
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На рис. 4.9 изображены потери энергии в плоскости (110) для 3-х случа-

ев: экспериментальная кривая с расходимостью 50 мкрад [73, с.3] (кривая 1),  

без учета многократного рассеяния с расходимостью 50 мкрад (кривая 2) и  без 

учета многократного рассеяния с расходимостью 25 мкрад (кривая 3). 

 

 

Рис. 4.9. Потери энергии в плоскости (110), с различной расходимостью. Экс-

периментальная кривая с расходимостью 50 мкрад – кривая 1, без учета много-

кратного рассеяния с расходимостью 50 мкрад – кривая 2, без учета многократ-

ного рассеяния с расходимостью 25 мкрад – кривая 3 

 

Полученные графики потерь энергии рис. 4.7-4.9 приведены относитель-

но экспериментальных кривых [73]. Ширина правого пика в спектре потерь 

энергии рассчитанного по различным компьютерным программам меньше,  чем 

у экспериментальных кривых, по-видимому, это связано с тем, что в программе 

STE и программах из [72] PST и SM не учитывался разброс по потерям энергии. 

Из полученных результатов следует, что учет многократного рассеяния по трем 

различным моделям не влияет на результат (видно, из рис. 4.7), то есть кри-
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сталл является достаточно тонким и что форма спектра определяется расходи-

мостью пучка (видно, из рис. 4.8, 4.9). По-видимому, также расходимость пучка 

в [73], исходя из спектра потерь энергии, не является гауссовой. Отметим, еще 

тот факт, что в проведенном компьютерном моделировании наблюдается зави-

симость ширины спектра от расходимости пучка. 

 

 

4.3 Расчет эффективности отклонения протонов с энергией 200 и 450 ГэВ в 

изогнутом кристалле германия 

 

Как было сказано вначале, исследования отклонения пучков релятивист-

ских частиц изогнутыми кристаллами являются актуальными на протяжении 

длительного времени. Вопросам применения изогнутых кристаллов при прохо-

ждении частиц в кристаллах посвящены различные работы [66,67,68,69,70]. В 

ЦЕРН в 90х годах были получены результаты по отклонению протонов с энер-

гией 200 и 450 ГэВ кристаллом германия [30]. Была обнаружена высокая эф-

фективность отклонения протонов кристаллом германия. Для изгиба кристалла 

применялось трёхточечное изгибное устройство (рис. 4.10), позволяющее ме-

нять кривизну или радиус изгиба и, тем самым, изменять угол поворота кана-

лированных частиц. Размеры пластинки кристалла 1 × 10 × 50 мм, расстояние 

от начала кристалла до первого прижима 1 см, расстояние между прижимами 

1,5 см.  

Изгиб кристалла учитывался введением дополнительной центробежной 

силы, заставляющей частицу двигаться вдоль изогнутого канала. С этой целью 

использовался эффективный потенциал кристалла 

 ( ) ( )эфU x U x p xkυ= + ,  
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где 1/k R=  – кривизна кристалла; R – радиус изгиба плоскостей кристал-

ла; ( )U x – потенциал прямого кристалла; p –  импульс частицы. 

 

Рис. 4.10. Треточечное изгибное устройство [30] 

 

В случае трехточечного изгиба в пластинке кристалла можно выделить 4 

участка: 1 участок, от начала до первого прижима, 2 – между первым и вторым 

прижимами, 3 – между вторым и третьим прижимами, 4 – от третьего прижима 

до конца кристалла. На 1 и 4 участках кривизна 0k = , на 2 участке кривизна ли-

нейно увеличивается, на 3 участке кривизна линейно уменьшается. На этих 

участках кривизна кристалла изменяется по следующему уравнению [71] 

0( ) tk t k t k= ⋅ + . 
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В таком случае уравнение движения будет иметь вид 

( )Umx p k t
x

υ∂
= − +

∂
�� . 

Аналогично тому, как это делалось в параграфе 3.1 обезразмерим послед-

нее уравнение 

2

2 2
max

1 ( )d X U d k T
dT V X ε

∂
= − +

∂
. 

Для расчета моделирования движения протонов с энергиями 200 и 450 

ГэВ в изогнутом кристалле германия были рассчитаны параметры изгиба кри-

сталла, см. таблицу 4.1. 

 

№ 

п/п 

Угол  

изгиба, 

мрад 

1 и 4 

участок 
2 участок 3 участок 

tk  0k  tk  0k  tk  0k  

протоны с энергией 200 ГэВ

1 2,07 0 0 1,094 310−⋅  -9,32 1210−⋅  -1,097 310−⋅  3,738 1110−⋅  

2 4,88 0 0 2,553 310−⋅  -2,175 1110−⋅ -2,56 310−⋅  8,722 1110−⋅  

3 7,37 0 0 3,855 310−⋅  -3,284 1110−⋅ -3,866 310−⋅  1,317 1010−⋅  

4 8,7 0 0 4,533 310−⋅  -3,861 1110−⋅ -4,546 310−⋅  1,549 1010−⋅  

5 10,25 0 0 5,314 310−⋅  -4,527 1110−⋅ -5,329 310−⋅  1,816 1010−⋅  

6 12,88 0 0 6,721 310−⋅  -5,726 1110−⋅ -6,739 310−⋅  2,297 1010−⋅  

7 14,32 0 0 7,451 310−⋅  -6,347 1110−⋅ -7,471 310−⋅  2,546 1010−⋅  

8 16,7 0 0 8,701 310−⋅  -7,412 1110−⋅ -8,725 310−⋅  2,973 1010−⋅  

9 18,56 0 0 9,691 310−⋅  -8,256 1110−⋅ -9,718 310−⋅  3,311 1010−⋅  

10 19,47 0 0 1,017 210−⋅  -8,655 1110−⋅ -1,019 310−⋅  3,471 1010−⋅  

Таблица 4.1 Параметры изгиба кристалла германия 
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протоны с энергией 450 ГэВ

1 0,49 0 0 8,783 410−⋅  -2,227 1210−⋅ -8,783 410−⋅  8,893 1210−⋅  

2 1,32 0 0 2,283 310−⋅  -5,789 1210−⋅ -2,283 310−⋅  2,312 1110−⋅  

3 1,97 0 0 3,513 310−⋅  -8,907 1210−⋅ -3,513 310−⋅  3,557 1110−⋅  

4 1,92 0 0 3,337 310−⋅  -8,461 1210−⋅ -3,337 310−⋅  3,379 1110−⋅  

5 2,62 0 0 4,567 310−⋅  -1,157 1110−⋅ -4,567 310−⋅  4,624 1110−⋅  

6 3,06 0 0 5,445 310−⋅  -1,38 1110−⋅  -5,445 310−⋅  5,514 1110−⋅  

7 3,92 0 0 6,85 310−⋅  -1,737 1110−⋅ -6,85 310−⋅  6,937 1110−⋅  

8 4,68 0 0 8,256 310−⋅  -2,093 1110−⋅ -8,256 310−⋅  8,36 1110−⋅  

9 4,96 0 0 8,783 310−⋅  -2,227 1110−⋅ -8,783 310−⋅  8,893 1110−⋅  

10 6,18 0 0 1,089 210−⋅  -2,761 1110−⋅ -1,089 210−⋅  1,103 1010−⋅  

11 7,9 0 0 1,388 210−⋅  -3,518 1110−⋅ -1,388 210−⋅  1,405 1010−⋅  

12 9,45 0 0 1,669 210−⋅  -4,23 1110−⋅  -1,669 210−⋅  1,69 1010−⋅  

13 10,96 0 0 1,932 210−⋅  -4,899 1110−⋅ -1,932 210−⋅  1,957 1010−⋅  

14 13,35 0 0 2,354 210−⋅  -5,968 1110−⋅ -2,353 210−⋅  2,383 1010−⋅  

15 14,88 0 0 2,617 210−⋅  -6,636 1110−⋅ -2,617 210−⋅  2,65 1010−⋅  

16 16,91 0 0 2,969 210−⋅  -7,526 1110−⋅ -2,969 210−⋅  3,006 1010−⋅  

17 18,08 0 0 3,179 210−⋅  -8,06 1110−⋅  -3,179 210−⋅  3,219 1010−⋅  

18 18,88 0 0 3,32 210−⋅  -8,417 1110−⋅ -3,32 210−⋅  3,362 1010−⋅  

Таблица 4.1. Параметры изгиба кристалла германия (продолжение) 

 

В ходе эксперимента были измерены эффективности отклонения частиц 

при различных углах поворота для протонов: с энергией 200 ГэВ от 2.07 до 

19.47 мрад, с энергией 450 ГэВ от 0.5 до 18.8 мрад. 

Следующие результаты были получены для пучка из 301 протона с энер-

гией 200 и 450 ГэВ в (110) плоскостном канале кристалла германия. Эффектив-

ность поворота определяется как доля каналированных частиц на выходе из 
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кристалла. Начальные значения точки влета были равномерно распределены в 

пределах 0 до / xd a , а углы влета были нормально распределены вокруг средне-

го значения, равного нулю со среднеквадратичным отклонением, равным 7 

мрад для 200 ГэВ и 3 мрад для 450 ГэВ. Расстояние minT  устанавливалось для 

200 ГэВ – min 0.045T = мкм, 450 ГэВ – min 0.065T = мкм. Отбор деканалированных 

частиц осуществлялся по модели деканалирования по расстоянию наибольшего 

сближения. 

На рис. 4.11-4.12 изображены траектории протонов с энергией 450 ГэВ 

для угла изгиба 0.5 мрад. На рис. 4.8-4.9 показаны угловые распределения час-

тиц на выходе из кристалла, также для протонов с энергией 450 ГэВ для угла 

изгиба 0.5 мрад. Рис. 4.13 соответствует расчет с учетом многократного рассея-

ния, а рис. 4.14 без учета многократного рассеяния.  

Из рис. 4.11 видны траектории каналированных частиц (траектории типа 

1) и деканалированных частиц (траектории типа 2). На рис.4.11 также наблю-

даются эффекты объемного отражения, та часть частиц надбарьерных частиц, 

которые двигались в сторону отрицательных значений / xx a  поворачивает 

[18,75] (траектории типа 3) и объемного захвата – некоторые частицы из-за 

многократного рассеяния захватываются в каналы (траектории типа 4). 

Из сравнения траекторий частиц и угловых распределений рассчитанных 

с учетом многократного рассеяния (рис. 4.11,4.13) и без многократного рассея-

ния (рис. 4.12,4.14) видно насколько важен учет многократного рассеяния, 

можно сделать вывод, что без его учета нельзя анализировать получаемые ре-

зультаты. 
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Рис. 4.11. Графики траекторий ( )x t  протонов с энергией 450 ГэВ в случае 

 изгиба кристалла германия на угол 0,5 мрад рассчитанные с учетом мно-

гократного рассеяния 

 

 

Рис. 4.12. Графики траекторий ( )x t  протонов с энергией 450 ГэВ в случае изги-

ба кристалла германия на угол 0,5 мрад рассчитанные без учета многократного 

рассеяния 
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Рис. 4.13. Угловые распределения в случае изгиба кристалла германия на угол 

0,5 мрад, рассчитанные с учетом многократного рассеяния. Пунктирной линий 

обозначены все частицы, сплошной линией - объемноотраженные 
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Рис. 4.14. Угловые распределения в случае изгиба кристалла германия на угол 

0,5 мрад, без учета многократного рассеяния. Пунктирной линий обозначены 

все частицы, сплошной линией – объемноотраженные 
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Рис.4.15. Выход деканалированных протонов с энергией 200 ГэВ, для 

нескольких углов изгиба кристалла (снизу-вверх): 4,88 мрад, 7,37 мрад, 14,32 

мрад, 16,7 мрад, 19,47 мрад 
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Рис.4.16. Эффективность отклонения протонов с энергией 200 ГэВ  

изогнутым кристаллом германия 
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Рис. 4.17. Эффективность отклонения протонов с энергией 450 ГэВ изогнутым 

кристаллом германия 

 

На рис.4.15 показана динамика деканалирования протонов с энергией 200 

ГэВ для нескольких углов изгиба кристалла, видно как сильно возрастает доля 

деканалированных частиц для больших углов. На рис. 4.16 и рис. 4.17 пред-

ставлены результаты эксперимента [30] и рассчитанные по программе STE зна-

чения эффективности отклонения протонов с энергией 200 и 450 ГэВ кристал-

лом германия. На рис. 4.17 представлено значение эффективности отклонения 

для угла изгиба 13,35 мрад, рассчитанное в приближении Дойля-Тернера для 

Фурье-компоненты потенциала атома и электронной плотности. Видно, что ре-

зультаты расчета, полученные в приближении Мольер позволяют лучше опи-

сывать экспериментальные данные. На прямом участке кристалла была вычис-

лена относительная погрешность эффективности отклонения протонов, для 

протонов с энергией 200 ГэВ она составила 5%, для протонов с энергией 450 

ГэВ – 4,5%. Полученные в ходе компьютерного моделирования значения эф-



 

89 
 

фективности отклонения протонов с энергией 200 и 450 ГэВ кристаллом герма-

ния показывают хорошее согласие с экспериментом [30]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

1. Разработана компьютерная программа на основе нового подхода для ис-

следования движения каналированных частиц (положительных и отрицатель-

ных: протонов, ионов, антипротонов) в плоскостных каналах алмазоподобных 

кристаллов, учитывающая многократное рассеяние, с возможностью задавать 

начальную расходимость пучка частиц, различные аппроксимации потенциала 

отдельного атома, кривизну кристалла.   

2. Получено решение кинетического уравнения Фоккера-Планка методом 

компьютерного моделирования каналирования частиц в пространстве попереч-

ных энергий. Решение уравнения Фоккера-Планка в тонких кристаллах сводит-

ся к решению уравнения диффузии в пространстве поперечных энергий. Ос-

новным уравнением здесь является уравнение эволюции среднего квадрата 

флуктуаций поперечной энергии частицы, которое также определяет коэффи-

циент диффузии в пространстве поперечных энергий. Данное уравнение также 

было получено исходя из ланжевеновского подхода к теории каналирования, 

проведено его исследование. 

3. С помощью компьютерного моделирования по разработанной программе 

была исследована динамика потока быстрых частиц в режиме плоскостного ка-

налирования в алмазоподобных прямых и изогнутых кристаллах.  

Проведено исследовании потерь энергии релятивистских ядер свинца в 

кремнии и сравнение с результатами работы [73]. Обнаружена зависимость 

спектра потерь энергии от начальной расходимости пучка. Также было обнару-

жено, что учет многократного рассеяния не оказывает влияние на спектр потерь 

энергии. 
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Приведены результаты компьютерного моделирования выхода протонов 

с энергией 15 и 250 ГэВ и ионов с энергией 14 МэВ и 14 ГэВ. Получено хоро-

шее согласие с экспериментальными данными и результатами по другой про-

грамме, в которой моделирование происходит в фазовом пространстве попе-

речных координат и скоростей [72]. 

Впервые промоделирована кривая эффективности отклонения протонов с 

энергией 200 и 450 ГэВ изогнутым кристаллом германия. По настоящее время 

не существует подобных работ по расчету эффективности отклонения высоко-

энергетичных протонов в германии из-за больших затрат машинного времени 

существующих программ. Получено хорошее согласие с экспериментом [30]. 
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